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’Emlﬂbomelfwrsaberwnpolmde tudo do que saber
tudo de uma sé coisa; esta universalidade é a mais bela”

B. Pascal

Continuamos o nosso esforgo de, através da Educacio
e Tecnologia, dar noticia do que mais se vai
experimentando, descobrindo, sabendo, enfim, no
Instituto Politécnico da Guarda.

Conscientes da inexisténcia de um saber acabado, do
fluir e refluir das mais variadas teses, antiteses e sinteses,
0 espaco aberto que sempre pretendemos fosse, esta
revista granjeou ji uma implantacéo sélida.

Constitui, diriamos, uma amostra do que é o préprio
IPG, em termos do seu alargamento e da sua aceitacéo.

Diremos que o todo que & o Instituto, {que nio
cremos seja a simples soma das partes, mas a
interpretacédo de todas elas), continua em crescimento e
em afirmacéio.

Os novos cursos lan¢gados no presente ano lectivo -
Engenharia de Construcdio Civil e Engenharia de
Manutengéio Industrial - vieram alargar o dmbito do
intercAmbio cientifico, tecnolégico e pedagdgico-di-
déctico.

Contribuir para o desenvolvimento sécio-cultural e
econdmico desta regido tio carenciada é, também, e muito
especialmente formar os seus filhos, abrindo todo um
leque de opcdes que lhes venha a permitir uma insercio
na vida activa em conformidade com potencialidades
pessoais e do meio ainda ndo exploradas.

Efectivamente no IPG n#o se faz tudo, nem - muito
menos - de tudo se sabe tudo.

Continuaremos a tentar fazer o melhor, que de muito
se saiba muito e, desse tudo, se testemunhe o maximo.

Joéo Bento Raimundo

Presidente da C. L. do
Instituto Politécnico da Guarda



VARIANTES DO ALGORITMO DE
ORDENACAO POR INSERCAO

Alvaro Bento Leal - Prof. Coordenador do I.P.G.

Resumo: Sao apresentadas diversas variantes do algoritmo de
ordenagéo por insercao simples, como sugestdes para a
investigacdao de noves métodos de abordagem do
problema da ordenagdo de conjuntos de dimensio
meédia.

O processo de ordenacao é sem diavida o problema l6gico
para o qual maior nimero de algoritmos baseados em ideias
distintas tém sido desenvolvidos. A descricao de um grande
numero desses algoritmos pode encontrar-se em 0

O problema central nesta classe de algoritmos tem sido o da
eficiéncia assintética, isto &, o niimero de comparacoes entre
elementos do conjunto a ordenar quando a dimensio atinge
valores muito elevados.

Demonstra-se que no caso mais desfavoravel o ntimero de
comparacées € no minimo da ordem n. log n, onde n é o namero de
elementos a ordenar. O algoritmo conhecido como "heapsort”
satisfaz esta condi¢do, no entanto, na practica, verifica-se que o
algoritmo "quicksort” de ordem n. log n no caso médio, conseme,
regra geral, menor tempo de processamento no caso de conjuntos
de grande dimensio.

A eficiéncia medida pelo niamero de comparacées entre
elementos é o factor dominante quande se trata de avaliar
algoritmos a aplicar a grandes conjuntos, podendo mesmo
afirmar-se que sob este aspecto nio se espera que surjam
algoritmos que destronem de forma significativa a preferéncia
que ¢ dada a alguns dos conhecidos actualmente, isto no que se
refere ao processamento sequéncial que € ainda dominante nos
computadores actuais. Entrando em linha de conta com o
processamento paralelo, hoje em dia em franco desenvol-
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vimento, entdo ha que esperar progressos significativos na
concepeao dos algoritmos de ordenacio.

Para o caso de pequenos (< ~ 30) e médios (< ~ 200) conjuntos
o numero de comparagdes por si 86 nio é suficiente para a
avaliagdo do algoritmo, o niimero de movimentos entre posicdes
de memoéria ¢ a simplicidade do programa influenciam
significativamente a velocidade de processamento.

Na practica verifica-se que o algoritmo de insercdo, dada a
sua simplicidade e, nao obstante ocasionar um ntmero médio de
comparagoes da ordem de n 2, supera os restanies, quando o
namero de elementos do conjunto nio ultrapassa um valor da
ordem dos 20 a 30.

Tém surgido, ver @, varias ideias para melhorar o
algoritmo de inser¢do. Assim é possivel recorrer a uma cadeia
ordenada onde os elementos vao sendo sucessivamente inseridos.
Também foi sugerida a utilizagdo do algoritmo de pesquisa
binaria para encontrar a posicio no subconjunto ordenado onde
um novo elemento deve ser inserido. Estas sugestoes ndo deram
0s resultados practicos esperados, a perda de simplicidade nio
comipensa a melhoria nos restantes aspectos.

Ha no entanto uma variante do algoritmo da inserciao com
indiscutivel interesse practico que é o algoritmo "shellsort" que,
para conjuntos de dimensao média, supera ¢s restantes.

O autor pensa que a pesquisa de variantes do algoritmo de
insercao com interesse practico ndo esta esgotada e recorre a este
artigo para a sugestao de um conjunto de caminhos que parecem
promissores

No que se segue considera-se que se trata do problema da
ordenacdo ascendente dos elementos representados num vector
{"array") de numeros (ou cadeias de caracteres), x[i] {i=1,2...n).

Légica de insergao:

Admita-se que os elementos x [i] (i=ig, ig+1,...i}) estdo
ordenados e, se pretende inserir o elemento y nesse conjunto de
forma a obter um conjunto ordenado com mats um elemento. O
objectivo € realizado pelos seguintes algoritmos:

Algoritmo INSD (x, ip, 11, y):

Para j=ij,i1-1 ... ip enguanto y < x [j] fazer:
L x[+11):=x[j;
xfj+ll: =y,

ou
Algoritmo INSE (x, ig, 11, y):
Para j=ig, io+1....ilenquant0 y > x [j] fazer:
L -1k =xfl:
-1 =y,



para a direita, no caso de INSD, de todos os elementos maiores
que y de forma a libertar a posicdo que corresponde a y no
conjunto ordenado, onde esse elemento € inserido. O confunto
ordenado passa a ser formado pelos elementos x[i] {i = ig, 1p+1, ...
i+ 1).

No caso do algoritmo INSE o deslocamento é efectuado para
a esquerda dos elementos menores do que y e o conjunto
ordenado passa a ser x[i] (i = ig-1, g, ... 1}).

Admitindo que ytem um valor aleatério no conjunto
inicial, o nimero médic de elementos que sofrem deslocamento &
1/2.(iy-ig+1), isto €, o niumero médio de comparacdes, necessario
para a execucio de INSD e INSE, é dado por este valor.

Algoritmo de ordenagiio por insercéio simples:

Para a ordenacado completa do conjunto x[i] (i=1,2,... n),
comega por se considerar o elemento x[1] como subconjunto
ordenado ao qual se adicionam sucessivamente os elementos x[i]
i=2,3 ... n), isto é&:

Algoritmo  SD(x,n):

Para i=2,3,...n fazer
L Executar INSD fx, 1, i-1, x[i]):
fim;

Ou entdo, utilizando INSE
Algoritmo SE (x, n):

Parai=n-1,n-2,...1 jazer
_/l Executar INSE [x, 1+ 1, n, x[i]):
im;

Para o caso de SD o namero de comparag¢oées no caso médio

(T

1/2.(1-141) + 1/2.(2-1+1) + ... 1/2.n-1-1+1) = 1/4 .n{n -1)
=2 =3 E=n

Para o caso de SE o valor que se obtem é o mesmo.
Varlante 1

No algoritmo bésico SD o conjunto ordenado val sendo
acrescentado sucessivamente de um elemento a direita e vai
ocupando a extremidade esquerda do conjunto inicial. De uma
forma semelhante no algoritmo SE o subconjunto ordenado
ocupa a extremidade direita do conjunto inicial.
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Variante de SD e SE é o caso em que o subconjunto ordenado
€ iniciado em posicdes centrais do conjunto dado. Tal pode
conseguir-se por:

Algoritmo V1 (x, n, k): {1«k<n)

Para i=k+1,k+2,...n Jfazer:
L Executar INSD (x, k, i-1, x[i]);
Para t=k-1,k-2,...1 fazer:
fL Executar INSE {x, i+1, n, x[i});
im;

O nimero de comparacdes no caso médio é:

1%cido 2cdo

'1/2[[1(—k+1)+[k+1-§+1) +ook (n-1-k4+ 1] + 1/2 [in-k+1) + {n-k+ 1+1) +...[n-2+ 1)
A —_— ‘_.‘,—

n-k tetmes k-1 tenmos
=1/2.[1/2(n-k+1) (n-k)] +1/2 [1/2(k-1) (n-k+2)] = 1/4 n{n-1)
Conclui-se que V1 € equivalente sob este aspecto a SE e SD.

Equivalente é também o algoritmo que se obtem
permutando os dois ciclos em V1.

Variante 2

Dentro da mesma ordem de ideias, uma nova variante é
obtida, considerando que os elementos sio inseridos
alternadamente A direita e & esquerda.

Algoritmo V2 (x, 1, k): {1<kzn/2}
Paa j=12,... k1 fazer:
Executar INDS (x, k-j+1, k+j-1, x{k+j]);
Executar INSE (x, k-j+1, k+j, x[k-j]):
Para j=2k, 2k+l,...n fazer.
[ Executar INSD (x, 1, i-1, x[i]);
Jfim;
O numero de comparagdes para um j qualquer no 1° ciclo é
(Jc43-1) - (k-j+1)+1 + (be+j) - (k-j+1)+1 = 4§-1
O numero total de comparagdes médio no 12 ciclo é:

k-1 4k-2
1/2 2 @4§-1}=1/2 (—) . (k-1) = 1/2.(2k-1) (k-1)
j=1 2



(2k-1) + n-1) .
1/2. . (m-2k+1) = 1/2 (n/2+k-1) (n-2k+1)
2

O total para os 2 ciclos vem:
1/2[(2k-1) (k-1) + (n/2+k-1) (n-2k+1)] = 1/4 n(n-1)

Conclui-se que, sob este aspecto, ha equivaléncia com as
variantes anteriores.

Variante 3

Considere-se 1 < k < n , a ordenacac do conjunto pode
processar-se por:

Algoritmo V3 (x, n, k)

Para 1=2,3,...k fazer:

L Executar INSD (x, 1, i-1, x[i]);
Para i=k+2, k+3,...n fazen

L Executar INSD (x, k+1, i-1, x[i);
Para i=k+1,k+2,..n fazer

| Executar INSD [x, 1, i-1, xli]);
Sim;

O 3? ciclo pode ser condicionado por x[i] < x[i-1], mas o
beneficio dai resultante nio parece, em principio, compensar a
introdugao dessa condicao.

Os 2 primeiros ciclos sao a ordenacao pelo SD de cada um
dos subconjuntos em que foi particionado o conjunto dado. O 3°
ciclo pode interpretar-se como um "merge" dos dois subconjuntos
ordentados.

O nimero de comparagdes médio nos 12 e 22 ciclo é:

1/4 kik-1) + 1/4 (n-K) (n-k-1)

1? cddo 2% cico

A analise do namero de comparagdes no 32 ciclo necessita
de um comentario: o numero de elementos inseridos no
subconjunto xfi] (i=1, 2 ... k) é n-k, o deslocamento médio dos
elementos inseridos é (k+1)/2, porque os elementos do conjunto
x{i] (i=k+1, k+2 ... n) que, até dado momento foram inseridos,
estdo necessariamente a esquerda do elemento em causa, dada a
ordenacao efectuada pelo 2° ciclo, assim, para o 3° ciclo, ter-se-a:

1/4 (n-k) (k+1)
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O nimero de comparagoes para a ordenacio completa é:
1/4[k(k-1) + (n-K) {n-k-1) + (k+1) (n-K)] = 1/4(n2-nk+k2-k)

O valor minimo € obtido para k = n/2 e é dado por
1/4 [nin-1) - 1/4(n2-2n)]

Pelo que comparando com as variantes anteriores
consegue-se uma economia de 1/16(n2-2n) comparacoes.

Variante 4

Pense-se na paxtigao do conjunto dado em 3 subconjuntos

(i=1, 2, ... k), (i=k+1, k+2, ... m) e (i=m+1, m+2, ... n). A ordenacio
pode obter-se por:

Algoritmo V4 (x, n, k, m}:

Para i=2,3,...k fazer

| Executar INSD (x, 1, i-1, x[i]);
Para 1=k+2, k+3,...m fuazer

|_ Executar INSD (x k+1, i-1, x[i]);
Pagra i=m+2,m+3,...n fazer

{ Executar INSD (x m+1, i-1, x[il);
Para i=k+1,k+2,...n fazer

L Executar INSD (x, 1,1-1, x[il);
Sm;

O namero médio de comparagdes nos 3 primeiros ciclos é:
1/4[k(k-1) + (m-K) (m-k-1) + (n-m) (n-m-1)]

O 4° ciclo, pelas mesmas razbes apresentadas na andlise de
V3, consome um namero médio de comparagoes

1/4(m-K) (k+1) ---> para ainsercao dos elementos i = k+1, k+2...m

1/4(n-m) (m+1) ---> para a insercio dos elementos { = m+1, m+2...n

A ordenacdo completa utilizara um ntmero médio de
comparacdes igual a:

1/4[k(k—1)+(m k 1).(m-k)+(n-m).{n-m- 1)+(m-k).(k+1}+(n-m} (m+1]]
= 1/4(n2+m2+k2-mn-mk-k)

Para k=1/3n e m=2/3n vem:

1/4[n(n-1) - 4/9(n2-n/3)



1/ DU==11/ 3) COIPATACOESs.
Nesta linha de raciocinio pode pensar-se na subdivisao em
4.5... intervalos.

Varlante 5

Como na variante 4 considere-se o conjunto particionado
em 3: (i=1, 2 ... k), (i=k+1, k+2, ... m), (i=m+1, m+2, ...n).

Faca-se a ordenacdo prévia do 22 conjunto, seguidamente a
do conjunto formado pela retnido do 1° com o 3¢ e por fim o
"merge" de todos eles,

O algoritmo pode desenvolver-se com 3 ciclos iniciais
idénticos aos de V4. Para obter o 12 e 0 32 subconjuntos ordenados
como um s, ha que considerar uma alteraciao de forma no
algoritmo INSD.

Algoritmo INSDM (x, k, m, vy, 1):

Se y<x[k] entdo. x[m+1]: =x]k],

tt=1;
sendo:. t.=0,
Jim;
Para j=k-1,k-2,...1 enquanto y<x[j] fazer
|_ x [j+1]: = x[j);
x [j+1]: =y,
Jim;

Que € o mesmo que INSD com a diferenga de o elemento
acrescentado ao conjunto ocupar a posicdo m+1. A variavel ¢
indica se houve ou ndo necessidade de inserir o elemento no
subconjunto x[i] (i=1, 2 ... k).

A vartante 5 pode entdo formular-se, por:

Algoritmo V5 (k, m):
Para i=2,3,..k fazer
| Executar INSD (x, 1, i-1, x]il};
Para i=k+2,k+3,..m fazen
L Executar INSD (x, k+1, i-1, x]i]):
Para i=m+2, m+3..n fazer
| Executar INSD (x, m+1, i-1, x[i}}:
=1,
Para 1=1,2,..enquanto t=1 fazer:
I- Executar INSDM (x, k, m, x[m+1], 1),
Executar INSE (x, m+2, n, x[m+1]:
Para i=k+1,k+2, ..n fazer
Executar INSD (x, 1, i-1, x[i]);
Jim;
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Comparando com V4, foi acrescentado mais um ciclo, o 42,
pelo que aparentemente nio ha economia de comparacoes. Na
realidade tal nio acontece porque o 52 ciclo de V5, embora igual
na forma ao 4° de V4 é agora mais eficiente, pelo seguinte: o 1°
subconjunto, apés a execucdo de 4° ciclo, esta ordenado e contem
0os menores elementos do conjunto formado pelo 1° e 3°
subconjuntos, admitindo uma distribuicdo inicial aleatéria,
estes elementos ao serem inseridos no 2° subconjunto terdo um
percurso médio de 1/4 da dimensio desse conjunto; o mesmo se
passa com o0s elementos do 32 subconjunto.

Veja-se entdo o calculo do numero médio total de
comparacoes:

1/4m-k) (m-k-1) para o 2° ciclo.

O 1° 3° e 4% ciclos correspondem a ordenacgdo pelo
algoritmo V3 de um conjunto com n-m+k elementos, pelo que
substituindo n por n-m+k na expressio do numero de
comparag¢des ai obtido, vem:

1/4[(n-m+k)2- (n-m+k) kik2-K]

O 5% ciclo pelo que se disse atras, ocasiona um namero
médio de comparacées igual a:

_1/4(m-k)k + 1/4(m-k) {n-m)_

1? subconjunto 3¢ subconjunto

Para o algoritmo completo ter-se-a
1/ 4[n2 +m2+k2—mk-mn+nk-m)

Uma sugestdo serd fazer k =n/3 e m = 2/3n o que conduz ao
valor de
1/4 nfn-1) - (2/9.n2 - n/3)

Conseguindo-se uma economia de ordem de 2n2/9
comparagdes relativamente a SD ou SE.

Pode objectar-se que a utilizacdo do algoritmoc INSDM
introduz mais comparagées, que é um facto, mas esse nimero é da
ordem de n-m o que comparado com a economia que é de ordem

n2, nao invalida a conclusio.
Variante 6

Volte-se de novo a ideia da variante 2 e, para simplificar,
considere-se em V2, k = (n-1)/2 e n impar. Neste caso o 22 ciclo de
V2 pode retirar-se .



subconjunto ordenado, que ocupa a parte central, os elementos
x[k+j] e x[k-j]. Introduza-se uma nova operacio antes de inserir
estes elementos € que consiste em permuta-los se nao estiverem
na ordem relativa.

Algoritmo V6 (x, n):

k =(n-1)/2,
Para j=1,2,.. k-1 fazer
Se xlk+] < x[k-j]
entdo: y: = x[k+], x[k+l: = x[kj], x[k-]: = y;
sendo:;
Executar INSD (x, k-j+1, k+j-1, x[k+j]):
Executar INSE (x, k-j+1, k+j, x[k-j]):
Jim;

Se se admitir que as k-1 comparacées e as eventuais
permutas dos elementos ndo pesam na eficiéncia, conclui-se que
ha melhoria relativamente a V2, porque o maior dos dois
elementos € introduzido a direita e o menor a esquerda, pelo que
0s percursos dentro do subconjunto ordenado sio menores em
média, do que no caso em que essa precaucio nao foi tomada.

A analise neste caso € bastante mais complicada. Uma
estimativa pode obter-se pelos seguintes argumentos, para uma
distribuicdo aleatéria,

- No caso de V4, em 1/2 das insercdes efectuadas os
elementos estio na ordem correcta, pelo que a melhoria
introduzida em V6 s6 afecta metade dos elementos.

- No caso de ter havido permuta ela pode ter ocorrido entre
elementos que pertengam ambos i parte direita do conjunto
ordenado ou ambos a parte esquerda desse mesmo conjunto, a
probabilidade de que, no caso de haver permuta ela seja
realmente efectiva é de 1/2.

Para os casos em que a permuta foi efectiva o percurso dos
elementos no conjunto ordenado é em média metade do €aso
geral. Pelo que atendendo a que para V2 se obteve-se um nimero
médio de comparagées dado por 1/4 n{n-1), no caso de V6 ter-se-a

nép efectivas efectivas
3/4.1/4nn-1)+1/4. 1/8n(n-1) =7/8. 1/4 n(n-1)
isto €, 12,5% de economia, ao que ha a deduzir as 1/2.(n-1)-1
comparagdes adicionais do algoritmo V6.

Variante 7

A mesma ideia da variante 6 mas com a ordenagao prévia
dos subconjuntos x[i] (i= 1, 2, ... k-1) e xli] (i = k+1, k+2, ... n):
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Algoritmo V7 (x, n):

= (n' 1]/20
Paa i=2,3,...k-1 fazer
| Executar INSD (x, 1, i-1, x[i});
Para i=k+2, k+3,...n fazer
| Executar INSD {x k+1, i-1, x[i]);
Para j=1,2,..k1 fazer
Se x[k+j] < x{k-]
entdo: y: = x[k+jl, xlk+jl: = x[k-jl, x[k-{}: =y
sendo:;
Executar INSD (x, k-j+1, k+j-1, x[k+j]);
Executar INSE (x, k-j+1, k+, x[k-j]);

Sfim;
Relativamente a V6 e pelas mesmas consideragdes, ter-se--a

neste caso, que quando a permuta existe ela é sempre efectiva

donde
1/2.1/4nfn-1)+ 1/2.1/8nn-1)=3/4. 1/4 nin-1)

a que ha que adicionar 2. 1/4 k{k-1) comparacgdes do 12 e 22 ciclo
de V7. No total ter-se-a:

nl nl
3/4.1/4nn-1)+2.1/4 (——) (——~1) = 7/8. 1/4 nin-1}- 3/8n-1)
2 2

isto &, V7 é aproximadamente equivalente a V6.

Variante 8

Seguindo o mesmo principio da variante anterior,
suponha-se o conjunto dividido em 3 subconjuntos, de igual
dimensdo, para simplificar.

Algoritmo V8 (x, n): { n multiplo de 3 }

k=n/3
Parm 1=2,3,...k fazer
[ Executar INSD (x, 1, i-1, x[i]);

Para 1=k+2, k+3,... 2k fazer

L Executar INSD (. k+1, 1-1, x{i]);

Para i=2k+2,2k+3,...n jfazer:

L Executar INSD (x 2k+1, i-1, x[i]);
Pgra j=1,2,...k fazer
Se x[2k+H] < x(k-]+1)
entdo: y: =x[2k+jl, x[2k+jl:= xfk-j+1], x[k-j+1]: =
sendor;
Executar INSD (x, k-j+2, 2k+-1, x[2k+j]);
Executar INSE (x, k-j+2, 2k+j, x[k-j+1]);
Sim;-



3.1/4klk-1)=1/3.1/4.nn-3) comparacdes em média.

No 4¢ ciclo, havera um numero médio de comparacées dado
por:
INSD INSE
=1 -->1+1/2 . 1/2(k+2.1-3+1}+1/2 . 1/2(k+2.1-2+1)=k/2+5/4
L Se|, factor de eficiéncia resultante da permuta

=2 > 141/2 . 1/2(k+2.2-3+1)+1/2 . 1/2(k+2.2-2+1)=k/2+9/4

no :cotal para o 42 ciclo é

k k+l
3 (1/4+k/2+j) = k/4+kZ2/2 + k (——)= k2 + 3/4k
=1 2
=12/9+1/4

No total do algoritmo V8 ter-se-a:
1/3.1/4n{n-3) +n?/9 + n/4 = 17/108.n2

Relativamente ao algoritmo basico ha uma economia da
ordem de 5/54.n2 - n/4 operagdes de comparacio.

Variante 9

Considere-se um conjunto com algumas dezenas de
elementos. Divida-se em subeonjuntos de dimensio k, k = n/m {m
numero de subconjuntos). Seleccione-se k de forma a estar
compreendido entre 10 e 20, para o que se sabe ser a dimensio
ideal de aplicagdo do algoritmo de insercdo simples. Ordenem--se
separadamente pelo algoritmo SD os m subconjuntos. Aplique-se
ao0s 3 subconjuntos centrais o algoritmo V8. Seguidamente pelo
processo indicado no 4° ciclo de V8 faga-se a insercio no conjunto
central, ja ordenado, dos dois subconjuntos vizinhos a direita e 3
esquerda, e assim sucessivamente até todos os subconjuntos
terem sido inseridos ordenadamente.

Dada a eficiéncia de SD para pequenos conjuntos e
atendendo 4 economia que consegue com a variante 8, é de esperar
que a ordenacdo por este processo seja realmente eficaz para uma
dimensao do conjunto superior a que ¢ de interesse guando se usa
0 algoritmo de inser¢io simples.
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Conclusoes

Com base em algumas sugestoes, que tanto quanto é do
conhecimento do autor, nio sio referidas na literatura,
desenvolveram-se varias variantes do algoritmo de ordenacao
por inser¢do que a analise da eficiéncia mostrou serem
vantajosas, sem perder a grande virtude do algoritmo de insercdo
que é a sua simplicidade.

O que foi exposto sugere que muitas mais variantes €
possivel estabelecer, eventualmente com resultados mais
promissores.

A etapa seguinte a este trabalho € uma investigacio practica
das sugestdes apresentadas de forma a definir com maior
exactiddo os limites de aplicabilidade eficiente de cada uma
delas.
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