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’Emlﬂbomelfwrsaberwnpolmde tudo do que saber
tudo de uma sé coisa; esta universalidade é a mais bela”

B. Pascal

Continuamos o nosso esforgo de, através da Educacio
e Tecnologia, dar noticia do que mais se vai
experimentando, descobrindo, sabendo, enfim, no
Instituto Politécnico da Guarda.

Conscientes da inexisténcia de um saber acabado, do
fluir e refluir das mais variadas teses, antiteses e sinteses,
0 espaco aberto que sempre pretendemos fosse, esta
revista granjeou ji uma implantacéo sélida.

Constitui, diriamos, uma amostra do que é o préprio
IPG, em termos do seu alargamento e da sua aceitacéo.

Diremos que o todo que & o Instituto, {que nio
cremos seja a simples soma das partes, mas a
interpretacédo de todas elas), continua em crescimento e
em afirmacéio.

Os novos cursos lan¢gados no presente ano lectivo -
Engenharia de Construcdio Civil e Engenharia de
Manutengéio Industrial - vieram alargar o dmbito do
intercAmbio cientifico, tecnolégico e pedagdgico-di-
déctico.

Contribuir para o desenvolvimento sécio-cultural e
econdmico desta regido tio carenciada é, também, e muito
especialmente formar os seus filhos, abrindo todo um
leque de opcdes que lhes venha a permitir uma insercio
na vida activa em conformidade com potencialidades
pessoais e do meio ainda ndo exploradas.

Efectivamente no IPG n#o se faz tudo, nem - muito
menos - de tudo se sabe tudo.

Continuaremos a tentar fazer o melhor, que de muito
se saiba muito e, desse tudo, se testemunhe o maximo.

Joéo Bento Raimundo

Presidente da C. L. do
Instituto Politécnico da Guarda



INTRODUCAO AO METODO DOS
ELEMENTOS FINITOS

Fernando Pires Valente - Professor da ESTG

1. Introducgdo

O método dos elementos flinitos é essencialmente um
método genérico para a determinacao de solugdes de problemas
-de valor na fronteira. Consiste em dividir o dominio da solugéo
num namero f{inito de subdominios, os elementos finitos, e
utilizar conceitos variacionais para determinar uma solucéo
aproximada sobre o conjunto dos elementos finitos.

No presente trabalho pretende-se dar uma ideia genérica
dos fundamentos de método. Com esse objectivo analisaremos
um exemplo o mais simples possivel: um problema de valor na
fronteira unidimensional caracterizado por uma equacio
diferencial linear de 22 ordem e um par de condicdes fronteira.

Embora o problema anterior nao tenha grande interesse
pratico a sua estrutura matematica e a formulagao que se ira
desenvolver no calculo da sua solucdo aproximada sio
basicamente as mesmas que surgem em problemas mais
complexos e com aplicagdes praticas,

2. Formulacgido do problema
Vamos estudar o problema da determinacao da funcao

y=y(x), 0 £ x < 1 que satisfaz & seguinte equacao diferencial a as
seguintes condi¢bes fronteira:

(y=—/1)

Yi+y=x o<xx<l d2y
(1)
y(0) = 0 \ y(l) = 0 dx2

Os dados do problema consistem no dominic da solucao
(O < x < 1), na parte nio homogénea da equacdo diferencial (a
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funcao flx) = x do 22 membro da equac¢do), nos coeficientes das
varias derivadas de y (no caso presente as constantes -1 e +1) e
nos valores na fronteira do dominio {o valor 0 em x=0 e x=1).

Refira-se desde ja que com os dados do problema anterior
existe uma nanica funcao y que satisfaz a equacao diferencial em
todos os pontos do seu dominio, bem assim como is condigdes
fronteira. E até relativamente facil calcular a solugdo exacta
da equacgdo que € y(x) = x - (senh x/senh 1)

Todavia, na generalidade dos casos tal ndo se verifica pois
ou nao existe solucdo para o problema proposto, ou se esta
existe nao pode ser determinada de formma analitica devido a
complexidade do dominio, coeficientes ou condicdes fronteira.

Como exemplo de uma equacao que nao admite solucio,
considera-se o caso de na equacio dada a funcio flx) do 2°
membro ser {{x] = Jd(x-1/2) , isto &

-y +y=9{&x-1/2) D<x<1 e ¥(0) = 0 = y(1)

onde d(x-1/2) é a funcdo 2 de Dirac {("impulso unitario”
concentrado em x=1/2).

Na verdade d(x-1/2) nem sequer ¢ uma verdadeira funcao,
mas dntes um modo simhélico de escrever a operacdo definida
por:

0x-1/2le x) =0 (1/2) ou

1
,[o 8 x-1/2) o (X) dx = 2 (1/2)

para qualquer funcio infinitamente diferenciavél satisfazendo as
condicoes fronteira o (0) = 0 = @ (1).

Uma funcdao y que satisfaga a (1} devera ter uma
descontinuidade na sua primeira derivada y' em x=1/2 ¢ a sua
segunda derivada y" nio existira nesse ponto.

Sendo assim pde-se a questdo de como pode uma funcio y
satisfazer a equacac (1) no intervalo QO<x<1 quando a sua
segunda derivada nio pode existir em x=1/2 devido aos
dados do preblema,

A dificuldade esta em que o requisito de que a solugdo y
de (1) satisfaga & equacdo diferencial em todos c¢s pontos O < x
< 1 é demasiado forte. Para a superar é necessario reformular o
problema de valor na fronteira de modo a considerar uma
condicio mais fraca para a solucao y e as suas derivadas,

Uma tal reformulacio diz-se uma formulacace fraca ou
variacional do problema e tem por objectivo a sua adaptacio a
situagdes como a descrita anteriormente.

Note-se, no entanto, que sempre que uma solucio analitica
("normal”) de um dado problema existir, ela serd também
solucao da respectiva formulacao fraca.

Assim nada se perde com a reformulagio e obtem-se a
vantagem de poder considerar problemas com solugdes nao
regulares como o anteriormente descrito.

E mais importante ainda, os problemas de fronteira de
tino fraco ou variacional tém precisamente a mesma formulacéo
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3. Formulacdo variacional

Uma formulagio fraca do problema em estudo pode ser
estabelecida da seguinte maneira: determinar uma funcéo y tal
que a equacdo diferencial juntamente com as condigcdes
fronteira seja satisfeita num sentido de "médias ponderadas”. Ou
seja que se verifique: J.l J 1

o (¥V'+yludx=j, xudx

ara todas as fungdes u pertencentes a uma dada classe de
ungoes.

Na expressao anterior a funcdo de ponderagao ou de teste
u, sera qualquer fungao de x suficientemente regular de modo
que os integrais fagam sentido.

Com o objectivo de precisar melhor a formulacio fraca,
introduz-se a ideia do conjunto de todas as funcoes
suficientemente regulares para poderem ser consideradas
funcdes de teste. Designar-se-a o conjunto dessas funcoes que
assumem o valor 0 em x=0 e x=1 por H e pela notagdo "u € H"
devera entender-se "u pertence ac conjunto H".

Nestas condigdes a formulagio variacional do problema em
estudo assumira a forma da determinagdo de uma funcéo y tal

que: N
J-o -v"+y-xudx=0
(2) paraV u€H
yo)=0 , y(1) =0

Refira-se que das consideracdes anteriores se pode
deduzir que ndo podera existir nenhum subintervalo de 0 < x <
1 por mais pequeno que seja no qual a equacio diferencial dada
nao seja satisfeita num sentido de "média ponderada”.

Para verificar tal basta considerar o erro residual da
equacdo diferencial definido por r(x) = -y" + y - x.

Suponha-se entdo que r(x) é diferente de 0 numa pequena
regiao como a representada na figura seguinte:

]r{x):—y'wy—x

- X

0 a b 1

Correspondendo ao r(x) referido pode escolher-se u(x)
como se exemplifica na figura seguinte:

uix}
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Ora nestas condicdes a funcio integranda de (2) é positiva
no intervalo a < x < b e nula nos restantes pontos x, logo o
integral ndo pode ser nulo e a fungédo y ndo pode ser solugio do
problema dado.

Com uma escolha conveniente de u pode-se testar a
equacao diferencial em todas os pontos da regiio em estudo, de
onde se pode concluir que as condigoes (2) implicam que ela
seja verificada em média em todas as subregies.

Pode-se portanto concluir que a formulacdo fraca é tao
valida e significativa como a formulagdo original do problema e
na verdade verifica-se que a solugdo de (1) satisfaz a (2) e é
também a tinica solucgdo de (2).

Sendo assim € fundamental definir o conjunto H das
funcoes de teste admissiveis para a formulacao fraca do
problema.

Convira desde f‘é referir que as fun¢des de teste da
formulagédo yariacional (2) podem ndo pertencer 4 mesma classe
de fungoes H a que pertencem as solucdes da equacio.

Assim, e por exemplo, y nao pode ser escolhida da classe
de fungdes H que tém a propriedade de a respectiva segunda
derivada quando multiplicada por uma funcao de teste u dar
origem a uma funcédo y"u integravel no Intervalp ¢ < x < 1,
enquanto que na formulacdo (2) nao aparecem derivadas das
fungoes de teste. Tal conduz a que H e f nao sejam idénticas,
originando uma falta de simetria na forrnulagio variacional que é
desejavel evitar por razdes computacionais e outras.

Vai-se portanto considerar uma outra formulacao
variacional simétrica, que se obtem constatando que se y e u
forem func¢ées suficientemente regulares a formula de
integracio por partes conduz a:

Jo Js :
o yudx=Jo yu dx-[yu]o

Continuando a exigir que as fungdes de teste se anulem
nos pontos extremas do intervalo:

1 1
Jo y'u dx= Io yu dx

para todas as fungoes de teste admissiveis u.
A formulacao (2) pode entdo ser substituida pelo problema

variacional alternativo seguinte: determinar y € Hgl tal que

L
(3) Jo Vu+yu-xudx=0 para qualquer u€ Hgl

em que Hol é uma nova classe de funcées cujas propriedades se
descrevem de seguida.

Note-se que agora passa a existir uma certa simetria na
formulagdo pois as derivadas das fungoes y e u que aparecem sao
da mesma ordem e pode-se portanto tomar H=H=Hg1.



(1) sausiaz a lormulacac [3) pelo que nao se perde qualquer
informac¢do, embora se tenham enfraquecido os requisistos da
solucdo ao passar de (1) para (2) e para (3) visto que agora
apenas se consideram 12% derivadas. Com este enfraquecimento
consegue-se entretanto alargar a classe de "dados" para o qual a
formulacdo do problema faz sentido.

Pode-se agora caracterizar a classe Hgl de funcées
(chamada de fungbes admissiveis). Ela é constituida somente
por aquelas fungées que satisfazem as condigdes fronteira e sdo
suficientemente regulares para que o integral em (3) faca
sentido.

O termo mais irregular na funcio integrando de (3) é y'u'
pois se y ou u forem funcdes nao regulares as suas derivadas
serdo ainda menos regulares. Como u pode ser qualguer funcao
do conjunto de func¢oes admissiveis deve ser considerada a
possibilidade de que y=u. Assim serd necessario que (u')2 seja
suficientemente regular para que o seu integral se possa
calcular.

As fungdes com esta propriedade dizem-se como primeira
derivada de quadrado integravel e pode-se portanto definir o
conjunto de fun¢des admissiveis Hgl como sendo o conjunto de
todas as func¢des que se anulam nos pontos fronteira e cujas
primeiras derivadas tém quadrado integravel.

Assim uma dada fungdo ué€ Ho1 sse
1
Jo {u)2 dx < oo e u{0) = 0 = u(l}

4. Aproximacéo de Galerkin

Atendendo as observacdes ja feitas pode-se considerar o
problema dado mna seguinte forma variacional: determinar

vy € Hpl tal que:

1 1
4) Jo (y'u' + yu) dx =JO x u d x para qualquer funcao u € Hgl

Poe-se agora a questio de determinar solugdes
aproximadas do problema anterior para o que desempenham um
papel fundamental as propriedades das fungées admissiveis
pertencentes a classe Hgl. Para além das ja referidas existem
outras duas fundamentais para o tipo de aproximacio que se
pretende.

Em primeiro lugar Hgl é um espaco linear de funcées
(isto é se uy , ug€Hgyl , et e B sdo constantes reais arbitrarias
pul + Buz € Hol) e em segundo tem dimensido infinita (o que
quer dizer que para definir univocamente uma funcio de teste
u€ Hgl € necessaria uma infinidade de parametros).

Suponha-se entao dado um conjunto infinito de funcées
{81x), e20x), ...... } de Hol com a propriedade de que qualquer
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funcdo de teste u € Hgl poder ser representada como uma
combinacdo linear Gnica das funcgées g4 (x), isto é:
00
ux = X B oj x
i=1
onde os Bi sdo constantes e a série converge no espaco Hpl.

Um tal conjunto de fung¢des {@j}, com as referidas
propriedades diz-se constituir uma base de Hgl e as funcgées ¢
denominam-se fung¢des de hase.

E evidente que se se considerarem apenas n (namero
finito) func¢ées na série anterior, obter-se-a apenas uma
aproximacao up de u:

n
(5) up (0 =X B o (x)
i=1
As n funcées de base {g1, 09, ... o} definirdio um
subespago n-dimensional Hg(M) de Hgl com dimensio finita e

igual a n.

Feitas estas consideracoes pode-se afirmar que o método
de Galerkin para a determinacdo da solucdo aproximada do
problema variacional em estudo consiste em procurar uma
solu¢do de (4) num subespago finito Ho(M do espaco Hgl das
funcgoes hdmissiveis.

Assim em vez de se procurar resolver o problema de
dimensdo infinita (4) vai procurar-se uma solucao aproximada
yn HolM da formas: n

(6) ¥n %) = X pj o4 (x)
i=1
que satisfaca (4), substituindo Hpl por Hg(n).

A formulagdo do problema variacional aproximado em

causa podera ser: determinar yp, € Hg(l) tal que:

1 1
jo (¥'nUn +¥yn up) dx = L, X up dx para qualquer up€ Ho(n]

Sendo conhecidas @, y, ficarda completamente
determinada uma vez calculados os n coeficientes B que

fi%uram na expressao (6) e que se designam por graus de
liberdade da aproximacao.
Passando agora ao calculo dos valores de p; que vio

caracterizar a solugao y, podem-se substituir (5) e (6) na
equacdo integral anterior o que conduz a:

1 d d n n
I L R B e (x)]. — (E uwe (x)] + [.I: B'm‘(x)ll
0 dx i iod P
g

1 i i dx =1 3§ j is} 11
j

[ =]

[T o I =]

uw(X)]—x_

E
I 3 1=

Be (x)}dx =0
1 i

para todos os 3§, i=1,2,...n



n 1
r {

-
Ill“l =

te(x)z(x)+fa(x)m(x)ldx}u -
0 Jj 3

—

JF
[xm(x)dx)=0
0

para toedos os 8i i=12,...,n

dej (x)
em que ¢y (x) =

De uma forma mais compacta:

n n
) i:l Bi {521 kijuj - Fi y=0 para todos os £i
i i
com Kij = _[0 @ (@ ta‘] x) + oy ej(x)] dx e F1=_[0 xedx €
i, =1L2,...n

Sendo as funcées @y conhecidas, as matrizes [Kij] (nxn) e
[Fi] (nx1) podem ser directamente calculadas das expressdes
anteriores.

Por outro lado como os f4 sdo arbitrarios a equagao (7)
representa um conjunto de n equagdes a serem satisfeitas pelos
L, o que se pode verificar se se fizer em primeiro lugar $i=1 e

1=0 para i¢1. Tal substitui¢io conduz a

1
p Kj uj = Fy.
j=1
Repetindo o processo agora paré $2=1e Bij=0, com iz2
obtem-se n
L Kojpy =Fo
j=1

e assim sucessivamente.

Finalmente obter-se-a um sistema de n equacées lineares
a n incognitas (os coeficientes pj)

n
(8 X Kjp=F; 1i=12,..n
i=1

Como as fungées g foram escolhidas de modo a serem
linearmente independentes, as equacdes (8) serdo
independentes e a matriz [K] sera invertivel.

143



Nestas condi¢des os coeficientes Hj serao univocamente
determinados e dados por:

n
pj=X Kl F
i=1

_onde (K- 1]11 representa os elementos da matriz inversa de [K].

A solugdo aproximada yn pode agora ser calculada
substituindo os 1y na equacio (6).

E importante notar que a qualidade da aproximacio é
completamente determinada pela escolha das funcées g e que
uma vez estas escolhidas a determinacio dos coeficientes Iy se
reduz a um cdlculo computacional.

5. Func¢des de base para elementos finitos

Enquanto o método de Galerkin fornece uma estratégia
elegante para a determinaciio de solugdes aproximadas de
problemas de valor na fronteira, tem como desvantagem o facto
de nao formecer nenhum método sistematico de construcio de
funcées de base ¢ para a aproximacio das funcées de teste up,
sabendo-se A partida que a qualidade da solucao aproximada a
determinar vai depender fortemente das propriedades das
funcdes de base escolhidas.

Além disso uma escolha inconveniente de @i pode originar
uma matriz [K] mal condicionada de modo que se torne dificil
resolver o sistema (8) com a precisio desejada.

Por estas razdes e também pela dificuldade de tratar
geometrias irregulares em dimensdes mais elevadas (2 ou 3) o

método de Galerkin é de aplicacdo limitada sendo normal
utilizar o método dos elementos finttos.

Este método fornece um técnica geral e sistematica para a
construcao das fungdes de base da aproximacio de Galerkin de
problemas de valor na fronteira.

A ideia principal do método é a de que as funcoes o
podem ser definidas por trogos em subregides de seu dominio,
denominados elementos finitos e que nessas subregioes podem
assumir a forma de funcées elementares tais como polinémios
de grau pouco elevado,

Analisando o problema em estudo, para a construcio do
conjunto de funcdées de base divide-se em primeiro lugar o
dominio (0 £ x £ 1} num namero finito de elementos (na figura
seguinte 5 elementos denominados lj, i=1,2,3,4,5)

Elementos: 11 1 1




de cada elemento tinito lj designar-se-a hj e como no caso
figurado os elementos tém o mesmo comprimento pode-se
dedigna-lo por h)

Em cada elemento identificam-se certos pontos
designados por nés ou pontos nodais (ver figura anterior) que
como Vveremos no seguimento desempenham um papel
importante na formulag¢ido dos elementos finitos .

Ao conjunto de elementos e pontos nodais, que
constituem o dominio do problema é habitual designar-se malha
dos elementos finitos.

Por conveniéncia de exposi¢do far-se-a agora uma ligeira
alteracdo na notacdo utilizada. Assim até aqui designaram-se as
funcées aproximadas de solucdo da equacac diferencial e de
teste por yn e up, respectivamente, onde n era um parametro
que indicava o nimero de funcdes de base de Ho[n). Nos
elementos finitos € usual utilizar o comprimento da malha h
como parametro em vez de n, passando entdo as notacdes a ser
Yh, uheHoh.

Uma vez definida a malha de elementos finitos para o
problema em estudo pode-se construir o correspondente
conjunto de func¢des de base obedecendo aos 3 pontos
seguintes:

() As funcdes de base sac geradas por funcdes
elementares definidas elemento a elemento sobre a malha dos
elementos finitos

{ti) As funcdes de base devem ser suficientemente
regulares para pertencerem a classe Hgl de funcoes de teste.

(iii) As funcdes de base sido escolhidas de modo tal que os
parametros pj da solucéo aproximada yn (ver equacio (8)) sio
precisamente os valores de yh (x} nos pontos nodais.

Nestas condi¢ées um conjunto simples de fungées de base
sera o definido do seguinte modo para i=1,2,3, e 4:

(xx-1) / hy para xj.] <x<x
Bilx) =
(1+1-%) / hiy1  parax;Sx<xj4 ]
(Oparax<xi.]1 € x2x441)
em que hj = xj - xj_1 € 0 comprimento do elemento i, [xj com

i=0.1.2,3.4,5 designam-se coordenadas dos nés.)

As primeiras derivadas das funcées de base terio por
EXPressaon:;

1/hy para Xj-1< X < Xj
8 (x) = 4-1/hyy)  para X{< X < Xjy 1
0 para X<Xi-] € X>xiy}
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Os graficos das func¢ées oy , i=1,2,3,4, serio:

B (x) g (x)

2
“Ta /\'——T
% - X
0 1 2 3

5 1 2 3 4 s 4 S
Y e
h
@ (x) B (x)
3 a
YANIE yaNEk
. X b4
1] 2 3 4 5 O 1 2 3 4 5

e note-se qué por exemplo: @](x)

VANILERYSES

6 1 2 01 1 11 2

Facilmente se pode verificar que as 4 funcdes anteriores
satisfazem os critérios (i), (ii} e (iii). Assim, por exemplo, note-
-se que sendo as funcées consideradas continuas no dominio do
problema em estudo terdo derivadas de quadrado integravel,
pertencentes as fungoes de classe Hgl.

A figura seguinte clarifica este ponto:

g o(x) o ‘{x)
2 2

/\ 1 i 1/h
» X b b4

]
b 1 2 3 a s 61éé4£
x=1 | I 1/h

_
i I 1/h?
| 1 . » X
b1 2 3 4 5

Quanto ao critério {iii) os parametros | definidores de yh
deverdo ter o valor de yh nos pontos nodais. Tal pode ser
conseguido se cada uma das fun¢des de base tiver a propriedade



especilicamente, sendo xj a coordenada x do né §:

1 se i=j
@ i {x) =

0 se i#

No caso em estudo i=1,2,3,4, e j=0,1,2,3,4,5 facilmente
se verificando que as fun¢des de base escolhidas satisfazem ao
critério anterior.

Seja entao up € Hoh, de acordo com {6) e com a nova
notacao adoptada:

n
up & =2 B e X (n=4)
i=1

Se uy for o valor da fungdo up num ponto nodal arbitrario
jluj=un(xj]) e se verificar (9), tendo-se para o caso em estudo
4
u = T B ei(x_j) =ﬁj j=1.2,3,4
i=1

conclui-se que a representacido por elementos finitos de up
toma a forma: 4

UuhX = I uj 9j & Ui = up (x)
i=1

O grafico seguinte esclarece como através da expressao
anterior se obtem uma representagdoc continua de up.
(Admitem-se como valores de up nos nés 1,2,3 e 4 os seguintes
0.8, 0.6, 0.4, 0.1),

Y up (x)
i i
.48 (x)
8 (%) 3
1 6 doe (%)
6 B | ( 4 4
2 1
. X
1 2 3 4 5
b (%)
h
\\ ”1 \\\
I’l\\ \\"4 \.\\
’ N ”\\ \\
/l \\.«”.. \\.-—"’-— > X
0 1 3 4 5
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Pode-se aqui fazer uma observacdo final sugerida pela
forma da funcdo up anterior. Na medida em que a malha dos
elementos finitos for mais refinado (menores h's) assim a
funcdo yh se aproximara mais da solugéo y do problema, embora
em geral os seus valores nao sejam exactamente os assumnidos
pela solucao exacta (caso seja conhecida) nos mesmos porntos.

Embora as ideias anteriores se aproximem dos conceitos
do calculo diferencial no caso presente nio se faz a passagem ao
limite (os elementos apresentam sempre um comprimento
finito h) e dai o nome de elementos finitos.

6. Calculos com elementos finitos

Voltando a aproximacido de Galerkin do problema
variacional de valor na fronteira (4) e usando a técnica dos
elementos finitos para construir as fun¢oes de base ¢; pode-se
€SCTever;

1 i
(10) Jo V'h U'h + yh up) dx = J-o Xup dx para todas as

funcdes up € Hoh

Isto €, pretende-se determinar yh € Hoh (Hoh € um
subespaco de Hgl definido pela escolha particular de @) tal que
verifique a equacgio anterior, na qual yh = X yi 8{ € 0s yj sdo 08
valores de yh nos pontos nodais da maiha de elementos finitos.

Atendendo a (B) chega-se ao seguinte sistema de equacgtes
lineares:

n
p Kjuy=F , i=12,...n
i=1

onde as matrizes [K] (nxn} e [F] (nx1l) ja foram definidas

anteriormente.
Estas matrizes possuem algumas propriedades

fundamentais que sao:

() E possivel gera-los fazendo os cdlculos somente para as
matrizes [K€](nxn) e [F€j(nx1) referentes a um elemento tipico
le e procedendo de seguida a formacao de [K] e [F] através das
expressdes seguintes:

5
Kyj = I K%j com Keij=J]e(o'1 o'y + @i 9j) dx
e=1
(11)
5
Fj = L F com Feiz_[le x o dx

e=l



maioria dos seus elementos sdo zeros) e se os noés forem
numerados sequencialmente como no caso em estudo os
elementos # O aparecem junto da diagonal principal da matriz,
sendo os restantes todos nulos. (Diz-se entao que se trata de
urna matriz em banda).

(1if) A matriz {K] é em geral simétrica (como no caso em
estudo) embora tal nada tenha a ver com a escolha das fungdes
de base mas sim com a forma do problema variacional a
resolver,

Podem-se agora utilizar as propriedades referidas atras
para o calculo da solucio do caso em estudo.

Assim, de acordo com (i) basta realizar os calculos
essenciais para um elemento finito tipico le, que se representa
a seguir:

e
(t)=1-t/h e
2 (t)=t/h

Para tal considerem-se os nés locais A e B e sejat um
sistema de coordenadas local como o representado. Quando x
passa de xp para xp, t passa de O a h e pode escrever-se t=x-xA.

Recorde-se entretanto que as funcées de base B sdo
constituidas juntando polinémios definidos localmente sobre
cada elemento (a que se chama funcdes de forma do elemento).

Sejam entao Z€ e 2°p as funcoes de forma definidas para
0 elemento le as quals sido partes elementares de 2A € o8,
sendo dados em termos de coordenada local t por:

Zat M =1-t/h Zpe (t) = t/h
Nestas condicdes:

ZAC' (t) = -1/h Zge' (t) = 1/h

De acordo com (11) os elementos da matriz [K] para o
elemento genérico lg serdo:

e h e e
K = [ {02 "(£)12+ €2 (£)12) 4t =
Aa 4] A A

h
= f (l1/a2+(1-t/h)?) dt = 1/h + h/3
0

149



e e h e e e e
K = K = £Z "{t).2 "(t) + 2 (£).2 {t)) 4t =
0 A B A B

h
= [ [(-llh):llh + {1-t/h).t/h} dt = -1/h + h/6

e h e e
K = {02 "(t)I2+ (2 (£)I2} At = 1/h + h/3
0 B B

Identicamente para a matriz {F]:

e h h

F = J fx +t). (l-t/h) At = — . (2x + x )
A 0 A [ A B

e h h
F = J (x +t).(t/h) dt = — . {x + 2x }

B 0 A 6 A B

em que xa € xg sdo os valores da funcio f[x)=x nos nés A e B,
Assim:

[K€] =[ 1/h+h/3  -1/h+h/6 1 e [f€]=h/6 [2xa+xB
-1/h+h/6 1/h+h/3 xA+2xB]

sendo estas matrizes dos elementos as que sio calculadas num
programa de elementos finitos.

Quando o problema tem uma dimensao especificada (4 no
caso em estudo) e estio definidas as coordenadas dos nés
podem calcular-se os elementos das matrizes anteriores e
armazend-los na linha i e coluna j apropriadas para os nos e
elementos que representam.

Assim as matrizes [K] e [F] sdo obtidas a partir do
somatoério das equacdes (12) € como no caso presente h=1/5
obtém-se os seguintes resultados:

K% = [5+1/15  -5+1/30 = 76/15 -149/30] e=1,2,34.5
_-5+1/30 5=1/15 -149/30 76/15
=1 [17= 1 {1 ] 2 =1 (4= 1 [4]
30 5 150 30 |5 150
2 2 1) | 5 ]
|5
B1=1 [z 1= 1 [7] =1 [2]= 1L [10]
30 5 150 30 150
8 | 8 11 11
e 5 {50




14 14
5

[

Relacao entre os pontos nodais e os elementos finitos (I€)
utilizados para o calculo dos elementos da matriz [K] (de acordo
com as consideragdes anteriores os elementos condicionam a
valor de [K] em cada posicdo da matriz).

Elemento de [K] Elementos finitos {1€)

(linha, coluna)
| 1,2
5 2
| X
1.4 e x
2,1 e 2
2,2 e 2.3
23 e 3
24 e X
3.1 e X
3.2 e 3
3.3 e 3,4
34 e 4
4,1 e X
4,2 e X
4,3 e 4
44 4,5

Relagdo entre os pontos nodais e os elementos da matriz
[F] (ver consideracées anteriores).

Elemento de [F] Nés

{linha, coluna)
1,1 e 1
2y1 """" 1,2
3,1 e 2,3
S 3.4
51 e

Ou seja;

Elemento 1
i 1=1kyll=1/30 [152

cooC
dooo

Fl=Fl}=1/150 [ 2

0

} o
0

151

coc®

o
0
0



Elemento 1o

K2}=(Kyy21=1/30 152 -149 © [F2]={F2]=1/150

o 4
4149 152 6 O 5
[¢] cC 0 0 Q
¢ 0 0 0 0
Elemento I3
[K31=[Ky3]=1/30 { a 0 o o IF=FS8=171 [ o ]
0 152-149 © 7
0 -149 152 © 8
| 0 o o o 0 J
>
Elemento 14
[K4]=[KU4]=1/30 c o 0 0 1 (FH=iF41=1/150 a 7
0 0 0 o0 0
0 O 152 -149 10
0 0 -149 152 IS
Elemento 15
[K3})=IK351=1/30 fo o o o IF5)1={F;5)=1/150 0
00 0 O 0
00 0 o 0
o 0o o0 152 13

E de acordo com (12):

[K]=[Kij]=[K1]+[K2]+[K3]+[K4]+[K5]=1/30 304 -149 0 O
-149 304 -149 O

0 -149 304 O

0 0 -149 302

{F] = [Fi] = [FU+[F2}+[F3)+[F4]+[F°] = 1/150 [ 6
12
18
24

o que conduz ao seguinte sistema de equagdes:

1/30 {304 -149 O 0 y1 1= 1/25 1
-149 304 -149 O v 2

0 -149 304 -149 y3 3

0 0 -149 304 Va4 4

em que y1.y2, ¥3 € y4 sao os valores de yk nos nos 1, 2,
3, e 4 respectivamente.
Resolvendo, obtem-se:

y = y1 }=J]0. 0288
- ¥2 0. 0506
¥3 0. 0584
V4 0. 0444



11) sera:
yh(x)=0.028801(x)+0.050603(x)+0.0584¢3(x)+0.044404(x)

sendo 8 as fungdes consideradas atras.
A respectiva representagdo grafica tera a forma que se
apresenta na figura seguinte:

y (x}
h

0 1/5 2/5 3/5 as5 1

7. Conclusdes

Fez-se uma descricdo genérica da implementaciao do
método dos elementos finitos concretizando-se com um
exemplo didactico que embora sem interesse pratico tem a
mesma estrutura matematica e a mesma formulac¢ao de calculo
que aquelas que surgem em problemas praticos com estruturas
mais complexas, dando-se assim ao leitor uma ideia das suas
possibilidades e do seu modo de funcionamento.
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