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ABERTURA PARA O MUNDO ...

"Portugués que viva apenas para Portugal, como acho

queria o Velho do Restelo, néo tem significado algum nem vale a

pena existir no mundo; temos de viver para o universo, ou
seremos (niiteis”.

Agostinho da Silva

Sempre defendemos a formag¢do integral do
individuo. Tal significa, para nés, em termos globais, o
crescimento perante conhecimentos gerais e especificos:
o0 acordar das potencialidades de cada um; a afirmacéo do
individuo perante ele préprio, em primeiro lugar, perante
0os outros e o mundo, depois; o, ja tantas vezes referido,
saber, saber fazer, saber ser; enfim, um caminhar efectivo
para a realizacdo e para a felicidade.

O presente nuimero, o quinto, de "Educacio e
Tecnologia”. enquanto "um espago aberto”, objectivo —
génese da sua existéncia e da sua afirma¢do — na linha do
que atras referimos, inclui ja a participac¢do de professores
de Institui¢des ligadas ao Instituto Politécnico da Guarda
pelo Programa Erasmus. Isto constitui um sinal evidente
da cooperagdo que, a varios niveis, ha alguns meses atras,
foi acordada em protocolos com Bayonne, Brighton,
Coventry, Creteil, Pau e Salamanca.

Este aprofundamento de relagdes entre instituigoes
europeias de ensino superior veio favorecer a vivéncia do
espirito comunitiario e imprimir nos alunos a
consciencializa¢do do conceito da nova Europa da cultura
e dos cidadaos.

Defendemos e prosseguimos um caminho de abertura
para o mundo das coisas, das pessoas e do saber, numa
perspectiva integradora em que a verdadeira dimensio do
humano se procure, se veja e se consubstancie na efectiva

comunhio do universal.
Jodo Bento Ralmunde

Presidente da C. 1. do
Instituto Politécnico da Guarda



SUCESSOES REAIS DEFINIDAS
PELA FORMULA x = f(xn)

n+1

Henrique Varandas Esteves *
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INTRODUCAO

No artigo "Consideracdes acerca de urna sucessio” publicado
no ultimo nimerc desta revista detectamos os seguintes erros:
Na Gltima lnha da pagina 189 nada deve figurar;
Na primeira linha da pagina 190 deve ler-se
o Un +a
Upl= ————  emvezde upyl=

Un+a Un+o

Na linha 25 da pagina 193 deve ler-se xz + yz - xy - y =0 em
vez de xy + yz - xy - y=0;

Na linha 14 da pagina 192 a disjuncéo é exclusiva pelo que
deve ser representada por V

Em relagao as propriedades invocadas na pagina 195 do
mesmo artigo e que dizem respeito a fungoes crescentes
obedecendo a certas condi¢des, o Prof. Doutor Alvaro Bento Leal

* Professor Adjunto da ESTG.
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chamou-nos a atengéo para o papel importante que desempenhs a
condicéo flx)=x (existéncia do ponto fixo). Comecaremos portanto
por referir conceitos e proposigdes respeitantes a existéncia do
ponto fixo de Banach.

Seja o espaco métrico (S,d). S € um conjunto e d a funcao
distancia definida axiomaticamente (ver Analise Matemitica -
Tom Apostol pagina 73).

Suponhamos que toda a sucessdo de Cauchy definida em S
converge paraL € S, isto &, (S,d) € um espago completo.

Consideremos a fungdo f: $ -> S que obedece a condi¢io de
Lipsichtz:

dftx)), x2)) <M dix1x9) . VX1,x0 €eSeM eIRt

NocasodeM <1 f diz-se uma contracgiio e prova-se que se
f & uma contrac¢ao,existe uma e uma s6 solugio da equagio

flx) =x
Em particular, considerando x,y € IRT e definindo ai,

dlx.y) = (E (xq - y1)2] 1/2 (distancia euclideana) em que x =

(x1.x2. ..., xn) € ¥ = (¥y1. ¥2. ... .yn) Tesulta |RD um espacgo métrico
completo.

Também se prova que todo o Intervalo fechado e limitado de
IRM (que & conjunto compacto) & um espago métrico - subespaco de
IR,

Portanto:

Se [: [a, b] &£ IR -> [a, b] & uma contrac¢do entdo existe um e um
s6 ponto fixo em [a, b}, ou seja existe uma ¢ uma s6 solugio da
equacio flx) = x em [a,b].

Sef [a.b] ¢ IR->[a.b] e fe Cl (fa, b)) podemos escrever em
virtude do teorema de Lagrange

o) -fix))=xo-x)f'lc) , ¢ e x1.x9] , x1.x2 € [ab]
Admitindo que |f'(x)| <1 paraqualquer x e Ja, b

vem tomando médulos:

fixo) -fix1) < Ix2-x31 . Mcom O<M<1 pois M= If'(¢)] <1

e por isso f € uma contraccio e em consequéncia fica garantida a
existéncia de um e s6 um ponto fixo de f em [a, b].

No desenvolvimento do tema faremos notar a relagio do que
acabamos de expor com certas condicdes das propriedades que
vamos abordar as quais dizem respeito a sucessdes definidas por
recorréncia.
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1. PROPRIEDADES DA SUCESSAO

1.1 - Propriedades Relativas & Convergéncia

Propriedade 1

Se f{x): [a, bl < IR -> IR é continua e crescente e além disso sio

cumpridas as condigdes;
1) fix} =x admite L como Gnica raiz (existéncia do ponto fixo).

Hjx<sL =>(x) 2x
fijx; ela,blex)<L
entio a [6rmula
Xn+1 = {lxn)
gera uma sucessao crescente que converge para L

Demonstra¢io:

a) x <L => {[x) = x, por hip6tese. Além disso como { é crescente
vem:
x <L => [[x)<I(L). Masf(L)=L e portanto:

b) xsL=>flx})<L

As alineas a) e b) tém a seguinte interpretacdo na férmula

xn+1 = flxn):

em virtude de b)

x]1 <L =>x2=1flx])<L e assim sucessivamente teremos
x1£L=>x2<L=>..=>xpn<L=>.., logo

a')xp <L, Vn e IN, isto & {xn} € majorada por L. Também se
conclul que flxp) é uma restricio de f se atendermos a que
xpne [x1 L1 < [a bleque { é&continua em [a, b).

Atendendo a a) e a) vem: )
x1£L=>x9=1xj)2x] Mas xp<L =>x3=[x9) > x9

Repetindo o procedimento concluimos:

b)x] <L =>x22>x1 =>X32Xx2=>...=>Xn4+] 2 Xn=>...

Concluimos pois que {xp] é crescente.
Ora sendo flxp) crescente e majorada é convergente. Seja
k=lm xn.Consideremos a restri¢ao de f.
N->+co

Xn+1 = flxn)

€ tomemos limites quando n-> +e=. Vem
k = lim f{xp) = {(lim xp) = k)
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De notar que x] < k < L e portanto k € |[a, b).
Mas flx) =x admite uma e s6 uma raiz em [a, b] e como por
hipétese essa raiz fol designada por L sera k = L. Temos pois

Imxp=L
Propriedade 2

Se {(x) : [a, b] <€ IR -> IR é continua e crescente e além disso sdo
cumpridas as condigdes

1) fix) =x admite L como anica raw
Hx=L=>1fx)<x

W)x; e [a,b] ex12L

entio a féormula
Xn+1 = flxn)
gera uma sucessdo decrescente a qual converge para L.
A prova € anidloga & anterior.

1.1.1 Comportamento da Derivada

Seja £ [a, bl < IR-> IR afungéo das hipiteses das propriedades 1)

e 2), mas admitamos agoraque { € C2 (la, b))
A tazio Incremental de f relativa a x = L, ‘cumpre as

condic¢oes
fl=) - fiL)
O< <l
x-L

De facto para x <L temos:

fd - ) ftd) - L L-fi)
= = >0

x-L x-L L-x

Além disso parax <L éflx) >x,peloque L-{Ix) <L -x e como
L-x>o0, vem

L - flx)
<1
L-x
L -flx)
Logo O< <1
L-x

De modo anilogo se prova a dupla desigualdade anteror
quandox > L.
Tomando limites, obtemos: .
o<f'(L)=1
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Prova-se, no entanto,que { ' (L) = 1 apenas se verifica no caso
de { serconvexa, em [x, L], ver figura 1.

l\?'

~—Fr-- _ ——
v
o

Figura 1

Com efeito, se f € concavaparax< L, sera f" (x) < 0, Logo f '(x)
€ decrescente. Mas pelo teorema de Lagrange

)-)=0L-xf'[c), c ekl
ou seja

flx)-L
f'g= <1, como atras se provou.
x-L

Massef'(c)<1 e f' € decrescenteem [x, 1] sera (L)< 1.

E evidente que se { €& convexa em [x, L] é f{" > 0, logo "
crescente. Como analogamente se prova que existe c¢ e [x, L[, tal
que [’ (c) < 1 entdo podera ser f' (L) = 1. E claro que nesta hipétese e
continuando a verificar-se as condi¢des das propriedades 1) e 2)
sera { ' decrescente para x> L, ou seja, L é ponto de inflexio.

Estamos agora em condi¢oes de retirar a seguinte conclusio:

Sendo [ € ¢2 ([a, b]) e nio convexa em [x, L), onde L éa
solugdo tnica da equacgao flx) =x em [a, b], entio as propriedades,
1) e 2) sdo uma consequéncia do teorema relativo a iteracdo do
ponto fixo (ver Introducgio 4 Anilise Numeérica, A. Bento Leal,
LP.G., pag. 213 e seguintes).
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Nota: Atendendo aos conceitos referidos na Introducio e em
consequéncia das propriedades 1) e 2) temos:
Sendo fIx) = [a, b] ¢ IR > IR contrac¢io crescente

1) Se x<L=>1x) > x sendo L o ponto fixo entdo a férmula
xn+] =1lxp) com x1<L
gera urna sucessio crescernte que converge para L

2)Se x>L=flx) «<x (L. ponto fixo)
entdo a fdrmula
Xu+l =flxy) . comxy >L
gera uma sucessdo decrescente que converge para L.

1.2 Propriedades Relativas 4 Divergéncia
Propriedade 3

Seflx):la, + [ -> IR é continua e
1) flx) = x admite L comno tnica raiz.
fijx>L=1M¥>x
)x;>L
entio a [6rmula

xn+1 = {lxp)
gera uma sucessao crescente a qual diverge.

Demonstracio
Em virtude de ii) vem:
x1>L=>x9=1x])>x]
x9 > X3 => x3 = {lxg) > x9 e repetindo o processo obtemos
L<Xx] <x2 <...<Xp<Xn4] <
isto €, [xn} é estreitamente crescente,
Além disso {xp} ndo converge, pois que, se tal acontecesse,
terlamos
Imxp=k, k >L
e tomando limites em
X n+]1 = {lxp)
viria
k =1(k)
0 que contradiz a condi¢io i)

Propriedade 4

Se [[x): ]-=, b] -> IR é continua e além disso sao observadas as
condigdes

i) flx) = x admite L como raiz inica

Hx<L=>fx)<x

i) x; <L
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entdo a férmula
*x n+1 = flxn)

gera uma sucessao decrescente e que diverge.
A demonstragdo é analoga a anterior.,

2. APLICACOES
1. Seja a sucessao que originou estes apontamentos, definida por
Un+l=(aun+0)/lun+a) , a<l

A funcdo prolongamento da anterior que nos Interessa
considerar é f(x) = (o x + a)/(x + o) definida em |- a, +oo[. Possui os
pontos fixos -Vo' ¢ vVa. Atendendo ao estudo feito desta fungio no
numero anterior desta revista, conclufmos de acordo com as
propriedades atras enunciadas:
1) se Vo <u) < Vo asucessdo cresce e converge para Yo
s ulz Vo " " decresce " noo
2, Em Introdugdo 4 Analise Matematica de J. Campos Ferreira
manda-se averiguar se a sucessido definida por uy = 1, Uyl =
\12'{"1.1]_] é lmlitada.

Ora estudando a natureza da sucessio o problema fica
resolvido,
Considere-se a fungio que corresponde a féormula de

recorréncia:
flx) = V24x
Estudando f concluimos que o seu grifico é parte da

parédbola y2 = 2 + x de eixo horizontal e vértice (-2, Q) ver figura 2.

1 go
T VXL
= 1
/ { X
]
21 T L *x

T R

Figura 3
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Aequagdo flx) =x tem por solugcdoem [-2, +od] L=2
(ponto fixo).

A aplicacdo das propriedades 1) e 2) permite-nos concluir
que:
i) Se -2<u]1 <2 asucessao € crescente e converge para L = 2
) Seu; 22 a sucessdo € decrescente e converge para L = 2

E claro que no caso proposto é u] = 1 < 2 e portanto a
sucessido proposta € crescente e converge para 2, logo
1< Uy<2.vn
e Up, é pois limitada.

3. No livro Anilisis Matematico - Tom Apostol, pag. 117 é
proposto o seguinte problema:

Xn3 + 6
Estudar a sucessio definida por xn+1 =

7
comx]1=1/2 ou x1=3/2 ou x1=5/2

A funcdo correspondente 4 férmula de recorréncia é flx) = _{x3 + 6)

7
Aequagdo fix) =x tem por solugdes
x1=-3, x2=1 e x3=2
O estudo de { leva-nos ao desenho do seu grafico, fig. 3
r'y 4
226 F-x
- -
T F
|2 _
k3 i
2 2
E e i 2 T
!
|
!
[}
_______ _3
Figura 3
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Aplicando as propriedades 1), 2), 3) e 4) podemos concluir
que:
i} se x) < -3 a sucessio decresce e & divergente
ii) se -3 <x1 <1 a sucessao cresce e converge para L =1
i) se 1 <x3 <2 a sucessdo decresce e converge para L =1
iv) sex]1 > 2 a sucessdo cresce e € divergente

As conclusGes anteriores respondem a questio proposta.

3. NOTA FINAL

Resta-nos considerar férmulas de recorréncia
x*n+1 = flxn)

que sejam restricdes de fungdes decrescentes,

A propdsito seja:

f: [a, b] -> IR continua e decrescente,

L=1fl) € ]a, bl o unico ponto fixo de { exp+] =1flxp com
Xo < L uma sucessdo definida por recorréncia. Nestas condigdes
tém lugar as seguintes propriedades:

) Se f{fix) ) >x para x <L, entdo a subsucessio {xok) é
crescente ¢ convergente para L.

II) Se f{flx) ) < x para x> L, entio asubsucessio [(x9k+]1) é
decrescente € convergente para L.

Na proxima oportunidade provaremos as propriedades
anteriores, exploraremos as consequéncias e faremos aplicacoes.

Agradecemos aos Servigos de Documentacéio e Informacido e
ao Nucleo de Equipamento deste LP.G. a colaboragio prestada.
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