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Um contributo vilido

A Revista "Educagdo e Tecnologia ", com esta edicdo,
apresenta o seu décimo sétimo niimero, cumprindo a sua
periodicidade.

Nesta breve nota introdutéria entendi oportuno fazer
referéncia as colabora¢Ses com que esta publicagio tem
contado; sobretudo ao apoio daqueles que optando pela
carreira académica, aqui se formaram, a partir daqui
desenvolveram a evolugdo 16gica dessa mesma carreira e a
este Instituto Politécnico estdo a dar o seu préprio contributo,
construindo assim um auténtico espirito de escola — que
sempre defendi — assegurando, ainda a estabilidade do corpo
docente das duas Escolas Superiores que, actualmente,
integram o Instituto Politécnico da Guarda.

E importante nio esquecer que a nova realidade resultante
da publicagdo dos estatutos do Instituto Politécnico, bem como
da Escola Superior de Educagdo e da Escola Superior de
Tecnologia e Gestdo, exige uma participagio colectiva, um
empenhamento didrio, uma postura profissional e responsavel
que possa responder, cabalmente, as exigéncias actuais e aos
desafios futuros.

Apostamos numa educagdo e num ensino com qualidade,
apostamos no desenvolvimento desta regido, certos de que
estamos a dar o nosso contributo para o desenvolvimento do
todo nacional. E esse contributo passa também pela divulgacio
de trabalhos de pesquisa e investigacdo, resultado da
experiéncia profissional de cada um, e igualmente pela
apresentacdo de trabalhos com caricter pedagégico
informativo, dentro dos parametros e do espirito da nossa
Revista, que continuara a ser um desafio semestral.

Alvaro Bento Leal
Presidente do 1PG



Método de Ponto Interior para
Programacao Linear
"Método da Funcido com Penalidade"

Maria Cecilla dos Santos Rosa *

Resumo

O método proposto neste artigo € um método de ponto
interior para Programacio Linear desenvolvido por Clavis
Gonzaga designado por método da fungio com penalidade .

Val fazer-se o estudo deste método, com vista a
implementa¢do computacional do mesmo, sem desenvolver o
estudo tedrico da complexidade do algoritmo.

O algoritmo fol programado no MATLAR e foi aplicado a
alguns problemas particulares.

1 - Introducdo

O primeiro método de resolucio de problemas de
Programacao Linear largamente utilizado fol o proposto por
Dantzig na década de quarenta, designado por método simplex.

Revista "Educagio e Teenologia™ * Vol. XVII, Feverciro de 1996
* Irop Adjunta na E.8.1.G.
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O método simplex foi até ha bem pouco tempo
considerado como o mals poderoso dos métodos para a
resolugio de problemas de Programagao Linear.

Os métodos de ponto inierior aparecem posteriormente
ja na década de oitenta. Os métodos de ponto interior sao
essenclalmente diferentes do mélodo simplex pelo facto de
envolverem o© interlor relalivo do conjunto das solugdes
admissiveis. Os deslocamentos em direcgdo ao 6ptimo fazem-se
sempre no inlerior do conjunto das solugdes admissivels € ndo
seguem a rede de arestas que ligam os diferenies vérlices do
politopo admissivel como faz o melodo simplex.

Na sequéncia de trabalhos de investigacdo sobre métodos
de ponto interior surge o irabalho de Clévis Gonzaga que
desenvolveu alguns métodos de ponto interior, entre eles o
chamado método da func¢io com penalidade.

Considere-se o problema de Programacéo Linear na forma

min ch

sa Ax=b (P)
x20

onde A € R™", beR™, xeR" e ce R". No que se segue

val-se supor que m<n e que A tem caracteristica m.
Supde-se ainda que o conjunto das solugdes admissivels

S={xeR":Ax=b,x20}

& limitado e o seu interior relativo

50 = {x eR":Ax=bx> 0}
é nio vazlo.
O espaco nulo da matriz A, N(A), & definido por

N(A) ={x eR": Ax= 0}

Seja PA=I—AT(AAT)_1A a matriz de projec¢do no
espaco nulo N(A).
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Dado um ponto x€R), define-se operacido de escala
como sendo uma mudan¢a de coordenadas que transforma o

ponto x no ponto ¥ da seguinte forma:
y= D7 'x, onde D & uma matriz diagonal estritamente positiva.
Em particular se D = dlag(x;, x3,.... X;).ousela D =X

entio D™'x = ¢ com e=[1 1. .. l]T e o problema de

Programagao Linear (P) transforma-se no seguinte problema de
Programacio Linear

min ETy
sa Ay=b (P)
y20

onde A = AX e T = Xc que é problema equivalenie ao problema
(P).

Represente-se por So conjunto das solugées admissiveis para o

problema (F} € por EO o seu Interior relativo |,

Entao Py =1-A (AX>AT)'Z.
2. Método da funcdo com penalidade

Esle método destina-se a resolugdo de problemas de
Programacdo Linear com a forma do problema (P). Neste
método a solugdo admissivel inicial, € um ponto interior do
conjunto das solugbes admissiveis € os deslocamentos em
direc¢do ao o6ptimo [azem-se sempre no interior do conjunto
das solugdes adrnissiveis.

A [uncido com penalidade € definida para cada valor do
pardmetro & € R por

xeRf—-—)fa(x]=ach + p(x)

onde p(x) € a funcio barreira deflinida por
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n
xeRi— p(x) = - Dlogx;
i=1

E facil provar que a fungio fo &convexa e que a operacio
de escala delinida antlerlormente ndo afeclta a variagio da
funcgio com penalidade.

2.1. Teoria do método

A descrigcac do mélodo baseia-se no caminho ceniral.
A trajectoria central € o conjunto de pontos centrais

definidos, para cada « =20 por
x{a) = argmin{fa (x):Ax=h,x> 0}.

Dado & > 0, o problema com penalidade associado ao
problema de Programacio Linear (P) é

min fq (x)
xeSO

Entado , o problema de Programacio Linear (P) pode ser
resolvido por uma sequéncia de problemas desta [orma , em

que para cada valor do parameilro & > (0, se determina um

minimo para f, ou seja, um ponto central x(a).

Na prilica nao se delerminam pontos centrais exacios
mas sim uma sequéncia de pontos que estdo perto do caminho
central, usando um critério de proximidade ao caminho central

E entdo necessario definir um critério que decida quando
€ que um ponto x esta “perio” do ponto central x(cr).

Dado a > 0 e xeSO, a direccdo de Newton-Raphson

para a [ungdo f, € representada por hy(x,a).
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Lema. A direcgdo de Newlon-Raphson hy(x,a) & dada
por:

Dhy(e,0)=—PaVf,(e)=-Pslac—e)
) hy(x,0) ==X PaxXVfo(x)=~X Pyy(cXc—e)
Dem: [4]

Definigdo. Dado & > O e xESO. a proximidade de x em

relaciio a x( &) é dada por 6( x.oc):”X'th(x s a)".

O ponto x serad considerado quase central, ou seja X esta
perio do caminho cenlral, se §(x,o) for pequeno, onde

pequeno significa normalmente &(x, &) <0.1.

A direc¢do de Newlon-Raphson é independente da escala
no sentido de que o ponto oblido por um passo Newlon-
Raphson ndo depende do sistema de coordenadas usado 1o seu
cilculo.

No ponto e, a direcgdo de Newton-Raphson coincide com
a direc¢ao do gradiente projeciado.

2.2. Algoritmo
Para a implemeniacio computacional do método da
fungdo com penalidade uma questao que se poe € a
determinacdo de uma solu¢do inicial xO que perienca ao
interior do conjunto das solugdes admissivels do problema (P).
A determinacio desta solucdo pode fazer-se modificando
o problema de Programacdo Linear original (P), com a

introduc¢do de uma varidvel artificial v, de modo a obler-se o
problema de Programacio Linear:

min ch + Mu
o [A,b—AxO] H:b (PM)
H

x,u=0
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onde M é uma constanie positiva, sulicieniemente grande e xo
corresponde a um n-uplo de componentes nido negalivas

arbitririas.
E claro que o problema (PM) admiie como solugéo

T
admissivel o ponto de R™! da forma xO 1] , podendo-se

adoptar para xo o ponio € cujas componentes sdo todas iguais
a unidade.
E 6bvio que x & uma solu¢do dptima para (P) se e s6 se

(x,0) & uma solugdo 6ptima para (PM).

A constante M deve ser escolhida sulicienlemente grande,
de modo a garantir que a solugio 6ptima do programa linear
(PM) apresente com valor nulo a componente relativa a variavel
arlilicial u«.

O algoritmo para o método da lun¢do com penalidade €
composto por dois ciclos. Um clclo principal que aclualiza o
valor do parametro de penalidade da seguinte forma:

Opp1= Op(l + 6), com 6= —ﬁ—— B> 0e k=0,
n

1,2,..

Um ciclo Inlerno que executa lteragdes Newtion-Raphson para
determinar um minimo aproximado para a funcdo com

penalidade.

Este ciclo utiliza em cada lleragdo o crilério de
proximidade em relagdo ao caminho ceniral delinido
anleriormente.

O ciclo principal para numa dada lteracdo k do algoritmo,

quando 5(xk, ap) <0le o212 x n X 2L, onde L

representa o " tamanho " dos dados de entrada do problema de
Programacio Linear (P) (nimero de "bits" necessarios para
armazenar os coelicientes A, b e c).
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B

Algoritmo (implementavel): dado @ =T com >0 e
n
dados xo e 5% o 2 0 tais que S(xo, ao) <0.1.

k=0
Repetir (ciclo principal)

Oppi= 0 (1+0)

Repetir (ciclo interno)
Definir escala: A = AX, . T=X;c
Calcular os vectores Pc = PKE e Pe= Pze
Direc¢do de Newlon-Raphson :
h= EN(e,a) =—- ch_'+ Pze

Pesquisa linear: delerminar uma solucgdo
aproximada para

A =argmin{fy(e+Ah),A >0ee+Ah> 0}

y=e+ﬂ_.k
xk+1=Xky
k=k+1

até que [/ < 0.1

atéque o, =12n 2L

A operacdo de escala val ter um papel importante na
execucdo das operagdes no ciclo interno. Assim, quando se faz a
implemenia¢io computacional do método da funcio com
penalidade, as operagoes nio sao execuladas no espago original

$% mas sim em 59. Efectua-se uma operagao de escala por x¥

obtendo-se um problema da forma { P). No problema (P) o

k

ponto e € admissivel e corresponde a x° no sislema de

coordenadas original.
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2.3.Experimentacio

O algoritmo descrilo anteriormente foi programado no
MATLAB.O algoritmo correspondente em MATLAB é o que se

apresenla a seguir:

% Programa que aplica o0 mélodo da fun¢do com penalidade

%descrito em

% Clovis Gonzaga, Large step path-lollowing methods for Linear
% Progamming: part I, SIAM journal on oplimization, vol.1,

%Maio de 1991.
% Resolve um problema de programacio Linear da [orma

% min ¢'x

% saAx<=b

% x>=0

% Inicializacio de variavels

e = ones(n+m+1,1);

x=e

I = eye(n+m+1);

% maliriz do problema modilicado

A = [Ab-A¥ones(n+m, 1)];

% : ve]ctor da fungio objectivo do problema modificado
c = [c' M];
% atribuicdo dos parametros
alla = 1000;
teta = 1000;
erro_maximo = 0.0001;
% Ciclo principal que [az a actualizagio do parimetro alla
while alla < (1.2*(n+m)/erro_maximao),
delta = 10;

% Ciclo interno que minimiza a [un¢io com penalidade

while {della > 1),

X = diag(x);

% malriz de projecgio

P = I-X*A™ Inv(A*X " 2*A)* A *X:
cbarra = x.*¢;
Pc = P*cbarra;
Pe = P*e;
% direc¢gdo de Newion Raphson
h= -alla * Pc + Pe;
delta=norm (X * h);
if delta > 1,
% Subrotina que determina o valor de lambda

blamb
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% minimo da fun¢io com penalidade
y = ¢ + lambda*h;
X=Xty
end %
end % while do ciclo Interno
% actualizacio do parametro alfa
alla = (1 + tela)*alla;
end % while do ciclo principal
% outpul result
valor = ¢'*x

% Subrotina "[blamb" do programa para o mélodo da fungio
com %penalidade

% que faz a pesquisa linear,isto é, delermina o valor de lambda
% usando o mélodo numérico das bisseccdes sussecivas.

it =0;
amin = 0
amax = 1/abs(min(h)):
while it < 10,
a = (amax+amin)/2;
Mlinha = alfa*cbarra'*h;
for i1=1: n+m+1,
llinha = flinha - h(i)/(1+a*h(i));
end % for
il linha < O,
amin = a;
else
amax = a;
end % il
it=141+ 1;
end % do while
lambda = (amax+amin)/2;

O programa foi testado com problemas de Programacao

Linear gerados aleatériamenie pelo processo descrito em [7]

dos quais se conhece a solugio.
Os resultados obtidos para os problemas referidos figuram
na seguinte tabela:
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m n ileragdes ¢

cC X
5 10 8 -6163
5 15 10 -15412
10 20 9 -51741
10 30 11 -27999
15 30 10 -86673
15 40 12 -113960
20 40 13 -144910
20 50 11 -186260

Nota: Foram usados os seguintes valores para os
parametros: alla=1000 e teta=1000

Pode verilicar-se que para qualquer um dos problemas
analisados se chegou a solugio exacta do problema, sendo
variavel o niamero de llera¢des internas do algoritmo.

3. Conclusio

Fez-se a apresenlacgado e aplicacdo de umn método de ponto
Interior para Programacgdo Linear desenvolvido recentemente
por Clévis Gonzaga. Este lipo de méiodos tém-se apreseniado
como mais eflicientes do ponto de vista computacional,
principalmente na resolugio de problemas de grandes
dimensdes, que o método simplex, permilindo atingir o éptimo
mais depressa do que o método simplex.

O programa desenvolvido nesie trabalho nio fol testado
para problemas de grandes dimensdes pois o MATLAB
apresenta resiricdes em termos de memdéria.
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