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ABERTURA PARA O MUNDO ...

"Portugués que viva apenas para Portugal, como acho

queria o Velho do Restelo, néo tem significado algum nem vale a

pena existir no mundo; temos de viver para o universo, ou
seremos (niiteis”.

Agostinho da Silva

Sempre defendemos a formag¢do integral do
individuo. Tal significa, para nés, em termos globais, o
crescimento perante conhecimentos gerais e especificos:
o0 acordar das potencialidades de cada um; a afirmacéo do
individuo perante ele préprio, em primeiro lugar, perante
0os outros e o mundo, depois; o, ja tantas vezes referido,
saber, saber fazer, saber ser; enfim, um caminhar efectivo
para a realizacdo e para a felicidade.

O presente nuimero, o quinto, de "Educacio e
Tecnologia”. enquanto "um espago aberto”, objectivo —
génese da sua existéncia e da sua afirma¢do — na linha do
que atras referimos, inclui ja a participac¢do de professores
de Institui¢des ligadas ao Instituto Politécnico da Guarda
pelo Programa Erasmus. Isto constitui um sinal evidente
da cooperagdo que, a varios niveis, ha alguns meses atras,
foi acordada em protocolos com Bayonne, Brighton,
Coventry, Creteil, Pau e Salamanca.

Este aprofundamento de relagdes entre instituigoes
europeias de ensino superior veio favorecer a vivéncia do
espirito comunitiario e imprimir nos alunos a
consciencializa¢do do conceito da nova Europa da cultura
e dos cidadaos.

Defendemos e prosseguimos um caminho de abertura
para o mundo das coisas, das pessoas e do saber, numa
perspectiva integradora em que a verdadeira dimensio do
humano se procure, se veja e se consubstancie na efectiva

comunhio do universal.
Jodo Bento Ralmunde

Presidente da C. 1. do
Instituto Politécnico da Guarda



UMA ANALISE DO PROBLEMA DO
PONTO FIXO DE FUNCOES REAIS
\ DE VARIAVEL REAL

Alvaro Bento Leal *

Resumo: Estabelecem-se condi¢des para f(x), suficientes para a
convergéncia da sucessio xpn = f(xp.1), Vne IN,

para xg € [c,d] 5 [a,b]. onde [a,b] é um intervalo para o
qual f{x) obedece as condicdes de validade do teorema do
ponto fixo. Mostra-se a possibilidade de formulacdo do
teorema do ponlo {ixo sem apelo a condicées sobre f' (x) e
como resultado prova-se que a condigédo de dilerencia-
bilidade de {{x) nio é essencial na demonstracio desse
teorema na sua forma usual.

O problema do ponto fixo de fungées reais de variavel real,
isto €, a defini¢do das condigées em que a sucessio

4} . xn=fxn-1) . ¥vne IN com xpe IR (I

converge para a solugio ode x = {{x)

o=flx),ae IR

€ bem conhecido da Anilise Numeérica. Numerosos algoritmos
numeéricos sdo estabelecidos com hase nesie problema.

Em [1], H. Varandas analisa este problema, mas com o
objectivo de estabelecer as condi¢des de convergéncia da sucessio
[xp} € ndo para a obtengdo computacional da solucio x = {{x).

Se aparentemente o problema é identico, em termos de
aplicacdo, surgem aspectos interessantes que solicitam uma
analise algo distinta da que & conhecida no dominio da Analise
Numeérica.

* Prol. Coordenador do 1.P.G.



Na Analise Numérica o problema central é a definicio de um

intervalo [a,b] CIR , tal que para xg € [a,b] a sucesséo (1) converge
para o ponto {uxo.

Se [a,b] for conhecido, qualquer xg € [a,b] serve para efeitos
computacionais. Quando se trata de saber da convergéncia de {xp}
o valor de xg € dado, pelo que néo & suficiente conhecer um [a,b],
mas sim saber se € possivel obter um desses intervalos que inclua
o ponto xg. isto &, pretende-se conhecer o intervalo de
convergéncia com a maijor extensio possivel.

Em [1] um autor estabelece condigdes de {(x) sulicientes para
que a convergéncia de [xn} se veriflique, mas os resultados obiidos
sdo demasiado restrites, nomeadamente no que se refere a
monoticidade imposta & func¢io. Mostrar-se-a aqui que & possivel
estabelecer condi¢bes muito mais gerals, eliminando mesmo
restricdes de f(x) impostas pelo teorema do ponto fixo.

Para o caso de fung¢des reais de varavel real o teorema do
ponto fixo diz, ver [2]:

Hipéteses:

H1) Existe [a,b] CIR tal que ¥x € [a,b], fx) é definida e {{x) € [a,b],
isto é, {[x) é&uma aplicacdo de [a,b] em [a,b].
H2) {{x) & continua em [a.,b]

H3) {ix) € diferencidvel em [a,b]e Vxe [a,b] é If'(®x}| < 1

Teorema T1 (do ponto fixo):
" filx) tem um e um s6 ponto fixo o € [a,b], a=1flo) e a sucessdo
{xo € [a,bl. x1 =1ixg), ... xn = flxn-1), ... ) converge para o".

Considere-se conhecido o intervalo {a,b] onde H1), H2) e H3)
se verilicam. Sob as hipdteses:

H4) Existe [c,dl C IR, [c,d] o [a bl, onde {[x) é definida e para

Vx € [c, d] se veriflica 1x) € [c, d]
HB) {[x) & continua em [c, d]

HE) Paravxe[c,al € ¥)>x
H7)ParaVxe[c,al é [xI<flaJ+a-x
HB8) Para¥xe |b,d] é flx) <x
HY) ParaVxe]b,d] é {X)>{b)+b-x



y=f@ra-x

\y=ftb1+ b-x

b o X
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Teorema T2):

"Para {(x) satisfazendo a H1), ... H9), a sucessio {xg € [c, d],
x1=[Xg), ... Xn = {(xn-1] ...}, converge para o ponto {ixo o=flo)
€ [a, b]"

Demonstmcio:
Se na sequéncia de pontos obtidos por xp = f{xp-1) surgir um

xj € [a, b]. a prova esta feita pelo teorema do ponto fixo.

Os pontos xg.X1, ... Xn obtidos antes de se ter atingido um
ponto em [a, b], podern, por H4), separar-se em dois subconjuntos

{xo.¥'1, ... Xk ...} com X'k € [c, a]
x'0.x"1, ... X"k, ...} com X'y € Jbd]

Qualquer xj = {lxp) onde xp € [c, al ou xp € |b, d]
Sexp € [c, a[, isto é Xp=Xj-1,€:

xy =1 1) >x5 por H6) 2
No caso de Xp € Ib, d], sera

xp=X's={K's1) . X5 =51 ... X'y ={Ix' 4)



onde x' i) € 0 ponto em [a, b que ccasionou a sequéncia de pontos
em Ja, d] que originou xp, mas pela condicao H8) &

xXp= Kg<X g1 <... <Xyw=X"11) (%]
Por putro lado de H9) resulta
X' = f(xp] >fib)+b Xp

e por {3) e H7)

xy>fb)+b-1Ix 1)
xi>{b)-fla)+b-a+x'3

comob-a>0,H1) implica Ifb)-fla)l<b-a, vem:
Xi>x

Concluiu-se, ver (2), que a sequéncia x'p, X'1, ... Xk, ... €
crescente no sentido restrito.
Para a sequéncia x"g, X"1, ... X% ..., s& um ponto x"; for gerado

a partir dum ponto x" j.; € b, dl, a hipétese H8) acarreta

X" =1x" 1) <x" i

Se o ponto x" ;) gerar uma sequéncia de pontos em |[c, a[

xp=1x"1) . x'py1 =), ... Xq=flxg. )
. ;
x“i = f(X'q)

Mas por (2)
X’q >X’p=ﬂ}fri.1) {:4)

H7) conduz a
x'|= f[x'q] <[{a)+a - x'q

edeH9) e (4) vem:
x"j <{la) - fb) - (b-a) +x" .,
mas como b-a>o e I{[b) - (a)| < b-a, por H1), vem:
x"i < xﬂ i_]

Conclui_-se que xg", x1", ... X"k, ... € decrescente no sentido
restrito.
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Admita-se que {x'g, x'1, ...} € uma sucessjo e que {x"g, x"1, ..} &
um conjunto de pontos. Entado {x'y}, sendo crescente e majorada
pelo valor a, converge para um lirnite €' € [c, a[, mas por HY), tera
de ser &' = f€') o que contradiz Hé),

O caso em que {x'g. X'1, ... } € um conjunto finito e (x"y) uma
sucessdo, implica que esta seja convergente para um valor e
Ib.d], por ser decrescente e minorada pelo valor b, mas a
continuidade de { acarreta que &' = fl€") 0 que esta em contradigdo

com HB8).
A situagao em que [x') e (x"x} sdo ambas sucessdes, obriga a

que ambas sejam convergentes {x'y} ---> &' e (x"}} ---> E" o que
ocasiona

£=Mg) , &=fE)

mas por H9) e H7) é

E=1E) >Mb)+b - &
E'=f{g)<Mla)+a- &

donde
fla)-ib)>b-a

0 que contradiz H1)

Em resumo {x'g. x'1, ... ) e [x"p, x"1, ...) ndo podem ser
sucessoes, pelo que uma das sequéncias tera de gerar necessaria-
mente um valor em [a, bj e, de acordo com o teorema do ponto fixo,
os pontos gerados a partir dai, formam uma sucessio convergente

com limite e ponto fixo o = f{a) Gnico em todo o intervalo [a, b,
desta forma a demonstracio esla completa.

O teorema T2) permite apresentar o teorema do ponto fixo
numa nova forma:

Admita-se a existéncia dum ponto fixo o = fla) em [a, b].
Considere-se uma vizinhanca 3-->o0 de x = a, [o. - 8, o+ 6], sendo
validas as condi¢oes H1) e H2), a convergéncia para o da sucessio
Xo € [a, bl , x1 = {lxg), ... xn = f{X4.)) ... & de acordo com T2)
verificada, se se verilicar

fix) »>x
{ parax € [a, of
) <{lo) + a-x {(5)



flx) < x
{ parax € |a, b

) > flo) +0-x

Ou seja, nesta forma a condigdo H3) pode ser substituida
pelas condigdes (5), a vantagem reside no facto de nédo ser feito
apelo a propriedade da diferenciabilidade de f(x) e a limitacdo do
valor de f ‘(x). A desvantagem reside no pressupostoc conhecimento

do ponto fixo o= {lo].
Pode por outro lado aproveitar-se este resultado para

eliminar a restricdo de diferenciabilidade de {(x) para Vx € [a, D],
imposta por H3) na demonstracdo de T1), mantendo a validade do
teorema no caso de a funcio {{x) ndo ser diferenciavel urm conjunto
numeravel de pontos em [a, b]. Veja-se a prova desta afirmagao:

- Considere-se um intervalo [E,+ 8, o—38] com §--> 0 onde a
= f{a) e £ qualquer, mas de forma a que I(x) seja diferenciavel
nesse intervaloe If'(®)| < 1 paraVx € [£y + 8, a-3§].

Pelo teorema do valor médio
(€, +8) -Mlo—8) | < a-E,-28 com &0
no limite de §

IflEy ) - flae) | <a- &y

que equivale a

(6)

{ fit,) -fla) < a-& {ﬂéo)<ﬂul+a-§o
=>
&) > & (oo=fla))

Mg ) +fla) < - &

isto &, as condigoes (5) verificam-se para Vx € [ &g, al pelo que (1)
converge para valores Xg nesse intervalo.

oe &, podem ser pontos de descontinuidade da derivada que
a conclusio nio € alterada.
- Considere-se o conjunto de pontos &>&1>& ...>Ex2>a,

n e |N, onde todos os pontos de descontinuidade de ' (x) em [a, o[
estio incluidos.

Admita-se If' (x}] < 1 no intervalo [a, o [ excluindo os pontos



onde {' (x) ndo & definida. Considere-se por hipétese:
{f(gi_l) <flo) +a - &y
fEi-1) > &

prova-se que estas relagées se mantém se substituir i-1 por i;
Pelo teorema do valor médio, aplicado ao intervalo [ = [Es+ S,
&-1+38]

(7)

g +8) - €1 - 8| <max {£IN . (Epq-E+25) com §->0

xel

i€+ &) - &y - &) <&y -&+2 8
MG+ 8 +1E) - 8 <€ -8 +2 8

no limite &-->0

) -E1) <& -&
{ (8)
-fE)+Ga ) <G - &
por (8) vem:
fG)<fld+o- & (9)
{ para e [a, o
fE) > &

Dado estas relagdes serem validas para &, ver (6), ficou
demonstrado por indugao {inita a validade em todos os pontos do

conjunto {£,, &;, ...). Atendendo a que pode ser incluido neste

conjunto qualquer ponto do Intervalo [a, a [, as relages (9) sido
validas em todo esse intervalo.

O mesmo raciocinio pode aplicar-se a um conjunto de pontos
o < Lo« L1 ... Lo< b. Basta substituir os i por { e inverter o sinal
das desigualdades em (6), (7), (8) e (9), atendendo a que « - {y tem
sinal contrario a « - &, em (6), o mesmo acontecendo a {j.; - {o
relativamente a &;.; - & em (9).

&) >Mfla) + a-§
{ para € [, bl (10)

T4)< G



Verificando-se H1) e H2) e |f'(x) <1 nointervalo [a, b,
excluindo um conjunto numeravel de pontos, provou-se que as
condicdes (5) sdo verificadas, pelo pelo que o teorema do ponto
fixo permanece valido.

Quanto ao problema da convergéncia de (1) para um xg dado,
do ponto de vista da aplicagao, o intervalo [c, d] para o qual xg €
[c. d] conduz & convergéncia de (1) para o =f (a), pode determinar-
-se, admitindo o conhecido, da seguinte forma:

u= mix ¥M=x, x<ao
X

u'= mix W=[ao)+o-x,x<
x

v= mn K=x, x>a
X

v'= mn fX=Ra}j+ax , x> o

Se u' (ou u") ndo exdstir faz-se = - e, Seguidamente
B'=max (u',v) paragarantir H6)e H7)
B'=max [u",v) " " H8) e HI)

calcula-se d' e @" por:

d= mix fx)=5".x < «

x para garantir H4)
= min [x]=" ,x > «

b'd

os extremos do intervalo [c, d] obtém-se por
c=mix {3, 4
d — Inill (Bll, -ﬁl!]

A Interpretacido geométrica pode ver-se, nos exemplos das
figuras seguintes:
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