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UM SIMBOLO DA EVOLUCAO

“(...) uma criatura sé néo presta quando
debou de ser inquieta.”

Miguel Torga

"Educa¢ao e Tecnologla” é bem o simbolo da
evoluciao registada no Instituto Politécnico da Guarda
nestes dltimos seis anos.

Esta Revista firmou-se e afirmou-se
editorialmente, reuniu colaboragdes, projectou um
espaco de didlogo cultural, pedagdgico e cientifico,
definiu horizontes precisos, concretos.

Hoje, "Educacdo e Tecnologia” € bem uma das
miultiplas vertentes da Instituicdo de Ensino
Superior onde é editada com a periodicidade
estipulada desde a sua criag¢do. Nédo cristaliza
formulas e conteddos, antes pelo contrario assimila e
cria outras ideias e projectos, utiliza
progressivamente novos meios e tecnologias
colocados a sua disposiciao, do ponto de vista grafico
e técnico.

"Educacao e Tecnologia” assume, naturalmente,
um papel informativo mas dimensiona, igualmente, o
seu, cada vez malor, impacto difusor de tematicas e
ideias, rejuvenescendo em cada edigio.

O presente numero antecede a entrada em
funcionamento do novo edificio dos Servigos Centrais
do Instituto Politécnico e igualmente do Pélo de Seia
do IPG. Se em termos de colaboragdes e
participac¢des a nossa Revista consolidou uma equipa,
em termos de estruturas fisicas encontra assim,
doravante, uma nova e promissora realidade.

Jodo Bento Raimundo
Presldente da C. 1. do
Instituto Politécnico da Guarda



SUCESSOES REAIS DEFINIDAS
PELA FORMULA xn+1 = f(xn)

Heurique Varandas Esteves®
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1 INTRODUCAO

Estes apontamentos sfio a continuagio do artigo publicado
no n? 5 - (Set/89) desta revista, paginas 107 a 115. Em relagdo a
este artigo chama-se a atencio do leitor, para os seguintes erros:

Péagina 111 linha 8 onde esta f[L) < 1 deve ler-se f'(L) <L,

pagina 112 linha 5 onde se 1& x 14 1= flxp) deve ler-se x 41 =
= flxn):

pagina 113 linhas 16 e 17 deve ler-se up+] = ¥2 + up € nio
sl = V2 Hing

pigina 114 linhas 9 e 10 deve ler-se up e nfiouy,,

Foram estudadas naquele artigo propriedades respeitantes
as sucessdes em epigrafe, no caso de f{x} ser fun¢do crescente. Mas
na nota final do mesmo enunclaram-se propriedades da

sucessdo, relativas a hipétese de f{x) ser decrescente. E deste
assunto que nos vamos ocupar.

2 PROPRIEDADES

Consideremos a sucessfo cujo 12 termo € x0 e os restantes
termos sdo definidos pela f6rmula:

Xn+1 = flxp).

* Professor Adjunto da ESTG
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Vamos supor que f: [a, b]—>[a, b] obedece is seguintes
condicdes:

1) f &€ continua e decrescente

if) L = {{L} € [a, b] {ponto fixo de )

Propriedade 1

Sefoflx) >xparax< L, xp<Lexge [a b enfdo a

subsucessdo {x 2k} € crescente e converge para L.
De facto

a)xg<L=x] =flxg>fll)=L
bix] >L=x2=1lx)) <fll)=L

Mas x2 = f 0 fixg) e em virtude da hipétese temos:

¢l X2 > X0

De a}, b) e ¢) concluimos que

x0 < x2 < L {ver figura 1)

Pelo método de inducdo e repetindo o processo anterior
concluiremos que:

{x 2k} € crescente e majorada por L, portanto convergente.
Tomando limites em

x 2k =fof(x2k-2)

temos, atendendo a continufdade de f o flx)

Iim x gk = f [ f (x 2k-2)] = [ f (im x 9591
Designando o o limite da sucessao {x 2%}, vem
a=f[f (a)]

ora o < L. Mas se a < L, entdo por hip6tese seria f [fla)] > a o que
contradiz a igualdade anteror, lodo o = L, isto &:

Imxor=L

Nota: f o f[x) é continua pois f{x) € {a, b] e & continua por
hipétese.
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Propriedade 2

Sefoflx)<xparax<L,xg>Lexge [a, b]
entdio a subsucessio {x 24+ 1} &€ decrescente e converge para L.
A demonstragdo ¢ andloga 4 anterlor (ver figura 1).
Observacdo: Nas subsucessdes (xok} € (x2k4+1) ke No

y‘

Y=X

MlLcecrccerc e e ==
Mlcecccecacrcaacaan-

Fig.1

Propriedade 3

Sefoflx)=xexp#L e [a, b]. entdo a sucessdo é oscllante,

sendo x2) = x0 € x2k+1 = fxQ)
De facto, atendendo a que { o flx) = x, resulta;

x2 =f o flxg) =xp
Por inducéo temos entio:
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X 2k=X0

Além disso é:

x1 = flxgh x3 =f o { x1) =x1 = flxQ)
e por indug¢io concluimos que

X 2k+1 = fixQ)

4

Y

g2
Denotar queAACB=AADC={BC(C|=[CD]

Observacio: A propriedade anterior sugere esta outra:
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Se flx): [a, b] R—> [a, b] verifica a condicio f o flx) = x, entdo
o grafico de f € simétrico em relacdo & recta de equacdoy = x e
reciprocamente, isto é:
sef:[a, bl R—>[a, b] tem a Imagem simétrica em relacio a recta
y=x, entiofoflx) =x, Vx € [a, bl.

Com efeito o ponto (xg, flxg) pertence ao grafico de f
qualquer que seja xg € [a, b]. Mas nas condigdes referidas
anteriormente também pertence ao grafico de f o ponto
(f (<o), f o f (%) )= (f (xQ), xQ). 0 que quer dizer que a imagem defé
stmétrica em relac¢do a recta y= x (ver figura 2).

Reciprocamente, se o grafico de f € simétrico em relagdo a
recta y = x, entio pertencem ao mesmo grafico os pontos

(xo. fxo) e (f (xg). x0), V0 € [a. b]

e portanto

fOofx=x,Vxe[abl
Notemos também que neste caso se tem f = f-1-

Consequéncias

E claro que nas condi¢bes da propriedade 3 a sucessao &
divergente. Nas restantes hipéteses, isto &, verificando-se
f O f (x} # x, podemos concluir se atendermos as propriedades 1 e 2:

A) Se f verificar simultaneamente as condi¢des de 1 e 2,
entdo a sucessio é convergente para L = { (). E uma consequéncia
de as subsucessdes {x 21 e [(x 2k +1} serem convergentes para o
mesmo limite, L = f(L).

B) Se Df =] - =, b] e niio se verifica a condigio 1) de 1, entdo a
sucessio € divergente.

Neste caso seria i) substituida por f O f{x) <x e viria

lim x 9k = * ¢ portanto (xp} divergente.

C) Se Df = [a. + =[ e nfo se verifica a condi¢éo i) de 2, entdo a
sucessio ¢ divergente.
De modo anilogo ao exposto em C) se teria

lim x 2k41 = - = e portanto (xp} diverdente.

D) Em todos os casos em que x0 = L € evidente que a sucessdo
tem todos os termos iguais a L e portanto converge para L.
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3 COMPORTAMENTO DA DERIVADA
No caso de { cumprir as condigdes de 1 temos, parax < L:
fofix)>x=>fofld-L<x-L

Mas x <L = fix) > fil) = f o flx) < f o f[L} = L e portanto
fofly) -L <0exL <0, logo:

Oc— foffd-L = .1

x-L

ou seja

Oc—fofd-foff)
x-L

De modo anilogo se prova a dupla desigualdade anterior
para x > L, caso f cumpra as condi¢des de 2. Tomando limites
guando x —> L, vem:

O<ffof{l}]'<1

Mas[fof (] =1 x{ @)= L2
temos pois

[L2<sle-1<f' <1

Atendendo a que { ' (L) < 0, concluimos que

-1sf'Ms<0

No caso de f cumprir as condi¢des referentes a propriedade
3, temos

foflx=x
e portanto

fofly) -fof() 1

_ x-L
x-L x-L
¢ tomando Iimites quando x—> L vem

Fof(Ll'= 1e[f' (L)) 2=1
132



e atendendo a que f' (L) < 0 vemn
f'L=-1

Analogamente a nota felta no artigo anterior ja referido da
pagina 112 do n® 5 desta revista, podemos escrever:

Sendo {lx): [a,b] R-—> contracgio decrescente e se parax < L,
éfoflx)>xeparax>Léfof(x)<x, comL=f(l)exge [a,b], entdo
a formula xn4] = flxp) gera uma sucessiio oscilante quando xg # L
€ convergente paraL, Vxg #L

E uma consequéncia das propriedades 1 e 2.

De notar que no enunciado daquelas propriedades escreveu-
-se para assentar ideias que xQ < L, mas se xg > L, as propriedades
continuam valldas e a demonstragio & analoga, s6 que neste caso
€ {x 21 decrescente e {x 2 + 1) crescente.

4 APLICACOES

1} Seja a sucessdo definida pela f6rmula
Xn+1=MXxp+b
xpe R

Neste caso temos flx) = m x + b (recta nio vertical) e para que
a sucessio seja convergente nas condigoes das propriedades 1) e 2)
hi-de verificar-se

1) f decrescente e continua, logo m < 0

b
) f)=L logomL+b=L=L=

l1-m
Também ha-de ser
afol@>xquandox < b e portanto

l1-m
m2 x + (m + Db>xem2-1)x>-m+1)be

ox<—DBR  quandom?-1<0=-1<m<0

l1-m

b fof() <xquandox>——L o que implica
1-m
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me-1)x<-m+ 1)b=»x>—-h— quandom2—1<0=>1<m<0

1-m

Em conclusio se - 1 < m <0, a sucessio proposta

é canvergente paral= — R
l1-m

De notar que se m = -1 viria
fx)=-x+befof@=-(-x+b)+b=x
e portanto, segundo a propriedade 3, a sucesséo € oscilante

divergente,
b

Nocasodeserm<-l emtioparax<Lousgax<
1-m

temosm2x + (m+ 1) b<m
o que equivale a f o f (x) < x e em virtude de B) a sucessio diverge.

Para m = O é evidente que a sucessio ¢ convergente para b.
Em conclusio: a sucessio definida pela férmula

Xn+1=MmXn+b
Xo qualquer real , m <0

émrwergmtepmaL:-—b— se-1<m<0

1-m

e divergente quandom < - 1.
Um exemplo concreto deste tipo de sucessdes fol

apresentado no 1° teste de Matematica I, desta Escola, em 1/2 /89,
onde se definiam as sucessdes:

aj=2

an = an+1=-1/23n+6 e bn=an-4

Nas alineas b} e ¢) mandavam-se calcular os limites de by, € an.
Alterando a ordem das respostas podemos calcular llm ap
aplicando o estudo feito atras e teremos:

ltman= 6 = 6 =4
1+1/2 372
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evirlaentiollmbp=4-4=0
2 ) Estudar a sucessdo definida por
Me1=—8 ¢ xQ<2
Xn-2

Consideremos a fungio que corresponde a féormula de
recorréncia atras indicada:
8
f:]-w,2[—>Rcamf{=

x-2

O estudo de f (¢ uma restricdo de uma fungiio homografica)
leva-nos a conclusio que o seu grafico & parte de uma hipérbole
equilitera (ver figura 3) cujas assintotas sdox=2ey=0

y=x

Y
L S,

I 1 S

- e = o o=
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O ponto fixo que se obtém resolvendo a equacgdo

L=—8 & L=-2
L-2

Ccmofof(xl=——4L3—— , VEITL
6-x

foff-x= —4x-8 -x= xX2-2x-8

6-x 6-x

O quadro de varlagdo do sinal de fof (x) -x &

X -2 4 6

x2-2x -8 |+ 0 = 0 + + +
6-x + - + + + 0] —
fofx-x |+ 0 — + + oo —_

Interessa-nos para o caso em estudo a variagcdo do sinal
para x < 2. E temos entio:

afof@>xsex<-2
bjfoflx)<xsexe]-2,2]

Em virtude das propriedades 1) e 2) concluimos entdo que a
sucessio é convergente para L = -2

3) Estudar a sucessio definida por

Xn+1= —E——exp>2
Xn-2

Neste caso f(x) tem a mesma formula de definicdo do
exemnplo 2, mas o dominio € agora o intervalo | 2, + = [ (ver figura
3).

Opontoikoéaouttaraizdaequacﬁ.oL:——a——
ouscjal=4 b2

Consultando o quadro de variacdo do sinal de f o f{x) temos:

a)fof(x) <x paraxe]2, 4|

bifof()>x paraxe 14,6]
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cdfofx)<x parax>6

e concluimos que nio ha garantia de as sucessdes convergirem
para L = 4 pois ndo se verifica A). Acontece ainda que paraxg > 6 é
X1 < 2 e portanto saimos do dominio da funcgdo geradora e nso
serd definida a sucessdo. No entanto, se considerarmos a
amplacio de fa R - {2}, esta continuara a gerar sucessées e tendo
em vista o exemplo 2 sabemos que convergem para L = - 2.

Paraxg el 2,4[U] 4 ,6 [ as alineas a) e b) indicam que os
termos da sucessio se afastamn de 4, e atingirio valores malores
que 6 e portanto a sucessio convergird paraL = - 2.

Para x0 = 2 ou x( = 6 a sucessdo nfio & definida. Paraxg=4a
sucessdo tem todos os seus termos iguais a 4 e portanto &
convergente para tal valor,

4) Seja a sucessao definida por

xn+1=_k_,k>0
Xn
xpe R+

Com a finalidadede de proceder ao estudo da natureza da
sucessao proposta, consideremos a funcfio correspondente a
férmula de recorréncia;

k
fld)=———— ,k>0eDf=R*

X

O grafico de f € o ramo da hipérbole situado no primeiro
quadrante e cujas assintotas sdo 0s eixos coordenados (ver figura
4)
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O ponto fixo é

__L=L=§L='Jk_
L

Como f é decrescente e continua e além disso

fOfbd =—K_ =X
k/x

estdo verificadas as condi¢des da propriedade 3 e portanto todas
as sucessdes serdo oscilantes e divergentes para xg # vk,

Para x0 = vk temos a sucessdo de termos constantes e iguais
a vk que converge para vk conforme D).

5 NOTA FINAL

Estes apontamentos tiveram origem no artigo publicado
por nés nesta revista (n®* 4), paginas 187 a 195, sob o titulo-
"Consideragcdes acerca de uma sucessio". Tratava-se de uma
sucessiio que havia sido proposta no 1¢ teste de Matematica I
realizado nesta Escola durante o 12 semestre do ano 1988/89. A
finalildade essencial destas considerag¢des serd porventura
apontar caminhos diferentes na resolucdo deste tipo de
problemas. Além disso também ficamos a dispor de processos
que nos permitirio propor enunciados diversos de problemas
relativos ao estudo deste tipo de sucessées.

Notemos ainda que as propriedades apresentadas nestes
apontamentos, se poderdo combinar, com as propriedades
estudadas no artigo ja referido e publicado no n* 5 / Setembro/89
desta revista e ainda com propriedades de simetria do grafico de
fx) o que potencia as aplica¢bes, conforme mostraremos na
préxima oportunidade.

Para finalizar observemos que a aplica¢do ao estudo de
sucessdes definidas de N emm R4 é imediata, se atendermos a que o
estudo da convergéncia destas sucessdes se pode fazer pelo estudo
da convergéncia das sucessdes componentes.

Em préxima oportunidade serao apresentadas aplicacdes.
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